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РВЕРАСЮ 


Tradicionalmente, la teoría de homologías desempeña un papel 
fundamental en la exposición de los principios de la topología. 
A partir de Н. Poincaré. quien fundó las bases de la topología, la 
teoría de homologías se considera como una base inicial de los mé- 
todos de la topología algebraica. En la teoría de homotopías sólo 
el grupo fundamental y los cubrimientos se refieren, por tradición, 
a estos principios. Prácticamente, todos los manuales clásicos 
iniciales de topología (entro los cuales el mejor es, a juicio de los 
autores, el libro «Lohrbuch der Topologie» de H. Scifort у W. Threl- 
fall) comienzan con oxponer la teoría de homologías de una u otra 
claso de los complejos. Solo en una etapa posterior (además, desde 
el punto de vista de la teoría de las homologías), se consideran la 
teoría de los espacios fibrados y el problema general sobre la clasi- 
ficación de las clases homotópicas de aplicaciones (teoría de las 
homotopías). Al mismo tiempo, los métodos de la topología de 
variedades diferenciablos, que comenzaron a desarrollarso intensiva- 
mente desde los años 30 (Whitney y otros), permiton reconstruir 
por completo la exposición de los principios fundamentales de la 
topología modorna. Desdo un nuevo punto de vista más próximo al 
análisis clásico, resulta primaria la teoría elemental de las varie- 
dades suaves para basar en ella luego la teoría de las homotopías *) 
y do los espacios fibrados suaves. Más aún, durante los años 70 se 
aclaró que precisamente este complejo de las ideas y de los métodos 
topológicos tiene aplicaciones fundamentalos en distintas partes 
de la física moderna. Por eso los autores consideran como necesarios 
los materiales didácticos de topología en primer lugar, precisamente 
los principios de la teoría de las variodades suaves, la teoría de las 
homotopías y los espacios fibrados. Estos materiales han sido inclui- 


* Por lo visto, las primeras nociones sobre topología porteneciontes 
Gauss, Riemann y Poincaré. surgieron también sobre esta baso. Por on aqi 
entonces resultó imposible tal construcción de la topología. Poincaré descubrió 
la teoría de homologías de los complejos simpliciales que permitió dar completa- 
mente otra construcción exacta de los fundamentos de la toplología algebraica, 
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dos en el manual de В. A. Dubrovin, 5. P. Nóvikov, А. Т. Fomenko 
«Geometría moderna», parte II. En este libro, suponemos conocidos 
estos materiales, 

La resolución de problemas más complejos de la misma topología 
(cálculo de los grupos homotópicos, clasificación de las variedades 
suaves, ete.), al igual que numerosas aplicaciones de la técnica 
algebraico-topológica a los problemas de la geometría algobraica 
y del análisis complejo, exige un desarrollo de largo alcance, precisa- 
mente de los métodos de la teoría de homologías. En la literatura 
especializada actual sobre topológica no hay libros que posibiliten 
el complejo aprendizaje de los métodos de la teoría de homologías 
on sus aplicaciones intratopológicas arriba mencionadas, El presente 
libro tiene por objeto llenar parcialmente esta laguna. 

Al exponer la teoría de homologías, los autores han tratado de 
evitar, en la medida de lo posible, el lenguaje abstracto del álgo- 
bra homológica, para que el lector siempre tenga presente que homo- 
logias, ciclos y fronteras son imágenes geométricas concretas. En 
algunos casos, por ejemplo en la parte dedicada a la sucesión espectral, 
esta restricción voluntaria lleva a algunos defectos en la exposición 
difíciles de superar, Pero una sucesiva exposición del lenguaje y 
de los métodos del álgebra homológica moderna, como demuestra la 
experiencia, leva a peores defectos, complicando la compresión del 
sentido geométrico de la teoría de las homologías. Algunos métodos 
fundamentales de la topología algebraica moderna (la técnica de las 
sucesiones espectrales y de las operaciones cohomológicas) se han 
expuestos sin explicaciones exhaustivas que llevarían al aumento del 
volumen de la obra. Recordemos que el empleo de estos métodos se 
basa sólo en las propiedades formalmente algebraicas do las magni- 
tudes que forman parte de ellos, y no se utilizan construcciones expli- 
citas de estas magnitudes, dadas en el proceso de la argumentación. 
Al final del libro se aplican los métodos de la topología algebraica 
al estudio de las propiedades profundas de clases características 
y estructuras suaves en las variedades. Según la idea de los autores, 
esta obra debe permitir e inducic al lector a recurrir a la literatura 
topológica moderna. 


CAPITULO 1 


HOMOLOGÍAS Y COHOMOLOGÍAS 
RECETAS DE SU CÁLCULO 


$ 1. Grupos de cohomologías como clases de formas 
diferenciales cerradas. Su invariación homotópica. 


Uno de los más importantes invariantes homotópicos de varie- 
dad son sus grupos de homologías que ya fueron utilizados on el 
$ 19 y $$ 24, 25, parto II dol libro [1]. Pasemos ahora a sus defini- 
ciones sistemáticas. 

Hay varios métodos para doterminar los grupos de homologías. 
Al principio, esaminemos la determinación de las homologías por 
las formas diferenciales (véase [1], parte TI, $ 25). 

Examinemos las formas diferenciales cerradas del grado le sobre 
una variedad Л" (recordemos: el Índice n muestra la dimensión 
de la variedad), que tienen localmento la forma: 


w а, 1 da А... Adii, do=0. ч) 


я 


So Пата exacta (o cohomológica cero) una forma diferencial cerrada, 
si о = бө", donde ш’ es una forma de grado k — 1 (recordomos que 
d (do) == 0 (0). parte T, $ 25). 

pueIsicion 4 *). Se Паша grupo (espacio lineal) de cohomolo- 
gias ЛР (17%; В) el grupo cociente de todas las formas cerradas del 
grupo k por el subgrupo de formas exactas. En obras palabras, 
H* (M°; R) son clases de equivalencia de las formas cerradas con 
exactitud hasta las exactas: 


aw si m өз = dw. 2) 


La propiedad más simple de los grupos de cohomologías es la 
siguente. 

AFIRMACIÓN 1. Para cualquier variedad M" el grupo H° (М": R) 
es un espacio lineal de dimensión g, igual al número de trozos conexos 
(componente) de los cuales consta la variedad, 


*) Encontraremos en adelante varias definiciones de grupos de homo- 
logías y cohomologias con unos u otros coeficientes. Ya que estas definiciones 
llevan al mismo resultado (Véase más abajo $$ 6, 14). no introducimos сопзстеп- 
temente mingún índice que muestre el origen de nnas п otras homologias. 
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DEMOSTRACION. Las formas del grado 0 son funciones escalares 
7 (2) sobre una variedad. Si la forma del grado 0 es cerrada, entonces 
df (ж) = 0. Esto significa que la [unción f (z) es localmente cons- 
tante, es decir, es constante en cada trozo conexo de la variedad. 
Las formas cerradas de grado 0 son simplemente un conjunto de q 
constantes, donde q es el número de trozos. La afirmación queda 
demostrada, ya que aquí no hay formas exactas. 

Si hay una aplicación suave de las variedades f: M4 —> Ma 
entonces está determinada tal aplicación de las formas о —>f* (0) 
que d (ў о) = /* (йш) (U], parte I, $ 25). Por eso está determinada 
la aplicación de los grupos de cohomologías 


1%: НМ R) —> П* (Му; R), (3) 


porquo las clasos de equivalencia pasan de uno a otro (por medio 
de la aplicación /* las formas corradas quedan cerradas y las exactas, 
exactas). La aplicación /* es un homomorfismo de los grupos de coho- 
mologías. 

Tiene lugar el siguionto 

TEOREMA 1. Si son dadas dos aplicaciones suaves 


hM >M, y fhiM М 


y estas aplicaciones son homotópicas, entonces las aplicaciones de grupos 
de cohomologías ft y f} coinciden: f} = А: H* (Ma; R) > НА us R). 

DEMOSTRACIÓN Soa dada una Волазіорія suave F: M, X I —> Ma. 
donde 7 оз un segmento, 1 < / < 2. y А (x, 1) = ў, (т), F (x, 2) = 
= /y (2). Cualquiera forma diferenciada Q de grado k sobre MX 7 
puede ser escrita así 


Q= +0, A dt, (4) 


donde «, es una forma de grado k que no contiene entre las diferen- 
ciales dt, y «y una forma de grado k — 1. que no contiene entre las 
diferenciales de (las coordenadas locales en M, X Z se eligen siempre 
en forma (zt, .... z", t) = (л. t), donde (2, x") son coor- 
donadas locales sobre М). Sea œ cualquier forma de grado К sobro 
la variedad M,. Entonces, la forma P* (0) = Q = o, + 0, Л dt, 
donde tenemos localmente 


m= D а... Әде Л... Ла, 


Се ЧЩ 


== Y bn.. йй» Л... Лагі. 


пе. 
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Definimos la forma DQ del grado k — 1 por la siguiente fórmula 
(localmente): 


D= У á ааа D dt) аз Л... A dahat = \ ҮЗ 
1 i 


(5) 


DQ es la forma de grado А — 1 sobre la variedad Af, X 1. Tiene 
lugar el importante 

Lemas. Es justa la fórmula de la «homotopía algebraica» (véase 
el $ 2): 


d (р (F* (шуу) = D (d (Р* (фуу) = F3 (w) — f? (0). (6) 
prmostración — Mostremos que para cualquiera forma О sobre 

М; XT os justa la fórmula 
ар (Q) + D (00) = Q |2 — R |м. (7) 


Calculemos 40 (2), donde Q = w, + о, A dt. Tenemos localmente, 
por definición 


аро= Ў (| зла) ае лал. Лан, 
аана 


рад =D (do, ЈР. Ла) = 


ш 2 A y Prosa: 12% фа д... Ad Д... А ан 
«Sip 0 
+ 3 а 24, ла N Лак) + 
РГА 


+ 3 Da 


hiss ta Р 


A а” Ada A daha ла). 


De aquí vemos que 
E AN 2)— 


=b (2, 2) дз A... A дк Jim — 2 |. 


СГ 


La fórmula (7) queda demostrada. Si ahora 2 = F* (w), entonces 
A н: = 73 (0), Q lia = ff (0). El lema queda demostrado. 
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Volvamos a la demostración del teorema. Sea dada una forma 
cerrada о sobre Л/, (es decir, до = 0). Entonces tiene Jugar la igual- 
dad 


13 (0) — fi (0) = 4DF* (0) + DAF* (0). 


Sin embargo, dF* (ө) = F* (do) = 0. Por eso tenemos f$ (0) — 
— fi (0) = dDF* (a), es decir, la diferencia de las formas us exacta. 
Eslo significa, por definición, que Jos homomorfismos 


1t: Н (Ma А) POR) у AM RS 
= H" (М; 3) 


coinciden sohre las clases de equivalencia (de cohomologías). El 
teorema queda demostrado. 

Recordemos (véase [1], parto Ш, $ 17). que dos variedades se 
llaman homolópicas equivalentes, si existen tales aplicaciones 
(suaves) f: W, => My. g: М. = M,. que ambas superposiciones 
lg: Mu— Ma y gj: M,—> Му son homotópicas a las aplicaciones 
idénticas: 


Лу M, lema). Ma M y у). 
Por ejemplo, el espacio euclideo R" (о el disco D° == 
= {Ñ (e) < 8) өз equivalente homotópicamente a un punto. 
EN 


La demostración consiste en que 3" (о D") está deformando por 
sí hacia un punto, Esto significa exactamente que una aplicación 
idéntica 1; R" = Y", donde z — т, es homotópica a la aplicación 
constante R” — 0 (on un punto). 

TEOREMA з Las variedades homotópicas equivalentes tienen iguales 
grupos de cohomologías. 

DIMOSTR +GIÓN Sea que las aplicaciones f: Wy > Ma, g: М, = М, 
establezcan una equivalencia homotópica. Consideremos las apli- 
caciones /*: H* (W,) => Н" (M,) y g: H° (Му) > Н" (31,). Como 
las aplicaciones fg y gf son homotópicas a las idénticas, los homo- 
morfismos (f2)* = g*/* y (g/)* = 1*g* son exactamente homomorfis- 
mos idénticos de los grupos de cohomologías, según el teorema 1: 


1 = ge DAM) > B* (М), 
а=: RA) HO). 


De aquí se deduce, que los mismos homomorfismos /* y g* son 
isomorfismos, además, recíprocamente inversos: f* = (g*)-!, El 
teorema queda probado. 

OBSERVACIÓN. Según el teorema demostrado. se pueden deter- 
minar los grupos de cohomologías para todos los espacios de X, 
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para los cuales existe una variedad M > X, que se anuda hacia este 
espacio, tomando 
Н" (X; R) = Н* (Ме R). 8) 
Por ejemplo, el ocho no es una variedad. pero para él se puede 
determinar los mismos grupos de cohomologías, que, por definición, 
рага un campo АУ (0, |) ©.) (véase la figura 1). 


Fig. 4 


COROLARIO 1. Los grupos de cohomologías de un espacio euclídeo 
R” о de un disco 0" son los mismos que los de un punto, es decir, 
Н" (&") es trivial, si k >Ò, Н (3") = R es un espacio lineal uni- 
dimensional. 

De aquí se deduce el llamado «lema de Poincaré»: localmente, en 
una región cerca de cualquier punto sobre una variedad M", toda 
forma cerrada œ (do = 0) os exacta: ө = йо’, dog œ >0. En 
efecto, elijamos, un disco D” en coordenadas locales con centro en 


un punto Q: E (4% — айу® < e) y empleemos en ol disco el coro- 


lario 1 de que A (0") = 0, para k >O. 
Para k = 1 el lema de Poincaré es bien conocido del curso de 
análisis matemático. Para t-formas © = fy 42". de = 0, tenemos 
, 


© = dř, donde F (Р) = È fa dz*, por un camino que va del pun- 


e 
to Q al punto P en el disco D”. 
Calculemos ahora las cohomologías de una circunferencia S!. 
AFIRMACIÓN 2 Los grupos de cohomologías de la circunferencia Si 
son 
IP(SER)=0, А2 4; (9) 
№ (5; В) = Н (5%; R) = 
Demostracion. Es evidente, que las coltomologías de $ son tri- 
viales (iguales a cero), sí k> 1. Luego, H° (51) = R, porque la 
circunferencia es conexa. Para calcular un grupo H* (S1) introducimos 
una coordenada p, donde ф y y — 2an representan un punto de la 
circunferencia para n enteros. La forma del grado 1 es una forma del 
tipo a (9) бр = «©, donde a (Ф) es una función periódica a (p + 2л)= 
= а (р). Siempre du = 0, ya que la dimensión de la circunferencia 
es igual a 1. ¿Cuándo os exacta la forma a (q) dọ? Esto significa que 
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a (4) dy = dP, donde F (4) es una función periódica. Es evidente 

que F (q) = Y a (р) Фр + const. Así, la función F (q) es periódica 
è ta 

si y sólo si ве cumple la condición | a 4) dy =0,6 fo жй, 


4 8, 
De esta manera, la forma del grado to = a (9) dp sobre la cir- 
cunferencia es exacta si у sólo si sc cumplo la condición {о = 0. 


8, 
Рог eso, dos formas w, = a (ф) dẹ y w, = ù (4) dp determinan la 
misma clase de cohomologias cuando y sólo cuando | о, = f os. 


3, EN 

Así tenemos 11* (St, R) == 3. La afirmación está demostrada. 

corolario Los grupos de cohomologías de un plano euclideo sin 
el punto R?NQ (о sin anillo) son los mismos que tiene la circunferencia 
y del tipo 

PARIO) = 0, k>1; Н (RNO) = H° (RN) =R. (10) 

OBSERVACION. Indiquemos un método más de cálculo de coho- 
mologías de una circunferencia. А cada forma w (Фф) = а (p) de 
le confrontemos una forma emedia» 


2a 


зя 
de { olti) d = [| абр) dr] dy. 
v 


AFIRMACIÓN 3. La forma œ es cohomológica a la forma ©. 

DEMOSTRACION. La forma  (ф + т) es inducida por la aplicación 
фене de la circunferencia $! en sí misma. Esta aplicación es 
homotópica а la idéntica. Por eso ө ($) ~ œ (р + т). La suma 


integral para ù se de tipo 
деобе) Амо). z Ато). AD 
П П 
Por lo tanto, cada suma integral de este tipo es cohomológica a œ. 
La afirmación queda demostrada. La forma w es de tipo o (4) = оф, 
pS 


donde а = const = 


2x 


1 | а(ф ар. En realidad: 
а 


o= [j а) а] ар 
f} 


эзе з 
=al | «mej [а а] а 
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(En esto caso se dico, que la forma ө ($) es invariante respecto a las 


rotaciones: © (p + фу) = о (4).) 

Así, a cada clase de cohomologías œ le confrontamos una forma 
invariante (respecto a las rotaciones) œ. es decir, un número real. 
Es evidente, que ésta es una correspondencia biunívoca, y obtenemos 
H (51) = 3. 

Más abajo se mostrará, cómo se puede generalizar el razonamiento 
citado para calcular cohomologías de los espacios homogéneos com- 
pactos, 

ArmnacioN s. La variedad orientada cerrada de Riemann М" tiene 
un grupo de cohomologías Н" (М") no trivial. 

р=мовтнлс1ОХх. Examinemos un elemento de volumen О, donde 
(localmente) tenemos: 2 = У [а |ах A ... Ada". Si el con- 
junto de los dominios de coordenadas locales se elige según la orien- 
tación (es decir, todos los jacobianos de las funciones de la transición 
son positivos), entonces & es la forma de grado п diferencial, y, 
con eso, tenemos | Q >O (es volumen de la variedad М"), Es evi- 


м 
dente que dQ = Ù, porque el grado de forma Q es igual а n. Si fuera 
Q = дш, entonces tendriamos, según la fórmula de Stokes 


| u= | = f Q=0 (12) 
к: ye 
(puesto que 4” es cerrada y no tiene frontera). Obtenemos una con- 
tradición. La afirmación queda demostrada. 

OBSERVAC Si la variedad cerrada А/" es no orientable (por 
ejemplo, M? = 3P*), entonces, el grupo A” (1/%; R) es trivial; 
esto se demostrará en el $3. En particular, un elemento de volumen 
Q=YTgldr A... Л да" on el caso del cambio con un jaco- 
biano negativo, no se manifiesta como una forma diforencial. 


Sea H* (М") = У H* (M”) una suma directa de grupos de coho- 
р 


жүйө: Introduzcamos en el grupo H* (М") una estructura de 
anillo. 
AFIRMACIÓN. 5. Sean оу, Фу formas cerradas, Entonces, las formas 
or Л 0s y (0, + do”) A өз son cerradas у cohomológicas. 
DEMOSTRACIÓN. Según la fórmula de Leibniz (véase [1], parte I, 
$ 25), tenemo: 
dlo Ao) = do Ao, ө A dos = бо A or (13) 
Por eso 


(0, + 40) Ao, = 9 Ao. +d(0" A өз). (14) 
La afirmación queda demostrada. 
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Conforme a esta afirmación, el producto exterior de las formas 
determina correctamente la multiplicación en H* (37). De esta 
manera, obtenemos un anillo de cokomologías de la variedad М". 
Si o, ЕЛ" 1(M%), ә. €H? (М"). entonces el producto 002 зо 
encuentra en el espacio 27 (МГ). Este producto tiene la siguiente 
propiedad de anticonmutatividad: 


0,0, = (1) 0,05. 115) 


Aclaromos el sentido geométrico de los grupos de cohomoJogías; 
las definiciones exactas las daremos en los siguientes párrafos. 

Si М" es una varicdad arbitraria у w es una forma de grado A 
cerrada, entonces sus «integrales por ciclos» son determinadas. Esto 
so puede comprender, por ejemplo, así. Sea М" una variedad cerrada 
orientable A-dimensional. Como «ciclo» en la variedad M“ compren- 
demos. por ahora, una aplicación suave f: M*— М", es decir, el 
par (1%, f). 

DEFINICION 2 Al periodo de la forma w por el ciclo (M*, /) lo deno- 


minaremos con la integral | уе. 
м* 

Sea "+t una variedad arbitraria orientable con borde Л/* = 
= д\?+ї, El borde es una variedad cerrada orientable (consistento. 
posiblemente, en varios trozos). Como spolícula» comprendamos una 
aplicación Р: Ме -= АГ". Tiene lugar el siguiente 

teowema s a) Para cualquier ciclo (M”, /) el periodo de la forma 
exacta ш = до’ es igual a cero. 

b) Si el ciclo (M*, f) es una frontera de la película (МА, F), 
donde М" es una frontera de Хк y F |да == f, entonces, el período 
de cualquier forma cerrada por tal ciclo (Д/", f) es igual a cero, 

pemostracióN а) Si ө = doy. entonces. según la fórmula de 
Stokes, tenemos 


[по | Pudo") = $ ago) = { 1*(2)=0, (16) 
м, Кы к 4^ 


ya que la variedad M* no tiene frontera. 
Б) Si M* os una frontera de N*™= (tomando en cuenta las orienta- 
ciones) y F |а = f, entonces, según la fórmula de Stokes, tenemos 


| o= | ағ (а) = [рж (dw) =0. ату 


мА ain pia 


El teorema queda demostrado. 

Mostramos, sin demostrar, un importante hecho: si los períodos 
de una forma cerrada por todos los ciclos son iguales a cero, entonces, 
la forma es exacta (véase abajo el $ 14). 
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EJEMPLO. 51 М" = 5% es una esfera, entonces, H* (5") = 0 
cuando k 5 0, n. 3 

DEMOSTRACION. Si k> п, la afirmación es evidente por defini- 
ción. Si 0< k <n y (M*, f) es un ciclo cualquiera, entonces, por 
el teoroma de Sard (11, parte П, $ 10), la imagen f (M*) no cubre 
siquiera, un punto Q € S*. Por eso, el ciclo (M*, f) se encuentra, de 
hecho, en 4° =S'xQ. Ya sabemos (lema de Poincaré) que en 
R” cualquier forma es exacta. Por eso todos los períodos son iguales 
а сего, зї 0 << k< л. De ahí que А" (5") = 0, cuando 0 < k < n. 

Otra conclusión de esto hecho puede ser obtenida del razona- 
miento análogo al cálculo de cohomologías de la circunferencia 51 
(más arriba). Utilizando un grupo de movimientos SO (n +1) 
sobre una esfera 5" se puede reducir cualquier clase de cohomologías 
a una forma cerrada invariante con relación a SO (л + 1) sobre la 
esfera 5". La forma invariante q se determina por el valor on un punto 
de la esfera y on este punto tiene que ser invariante con relación 
а un grupo estacionario 50 (п) с: SO (п + 1). Tales formas de ө 
no existen, excepto las dimensiones cero y п (¡compruébesel). 

De manera análoga calculamos las cohomologías de grupos de 
Lio y los espacios simétricos. 

Recordemos (véase [1], parte II, $ 6), que ип espacio homogé- 
neo М de un grupo G con un grupo de isotropia H se Пата simétrico, 
si en ol grupo G os dada una «involución», es docir, un automorfismo 
I: G =G, I? = 4 tal, que Z [y = 1 (los puntos del subgrupo И son 
inmóviles respocto al automorfismo Г). Con esto, la ecuación Z (х) = 
за £ para los = próximos a 1, da solamente los elementos del snb- 
grupo H. 

Sobre tal variedad homogénea Af se determina la «simetría» 
в, con relación a cualquier punto z, dondo sí = 1. La aplicación Sy 
de la variodad M en sí misma so da así: sea g (z) un punto cualquiera 
de M; hacemos 

g (х) — з= (g (2) = T (g) (2); se (2) =x (cuando д = 1); (18) 
donde g es un elemento cualquiera del grupo G que actúa en Л. 

La aplicación sz para cualquier punto д se determinó correcta- 
mente, al mismo tiempo (Sx), es una aplicación de un espacio tan- 
gente cn el punto = respecto al origon de las coordenadas (véase [1], 
parte IF, $ 6). En particular, cada grupo compacto de Lie G es un 
espacio simétrico del grupo G X G. La acción del grupo G X G se 
determina así; 


Tigmkz) = gzh. (19) 
La involución Æ tiene Ја forma: Z (g, h) = (h, g). El subgrupo H 


es una diagonal (е, g)}. La simetría sx con relación a la unidad del 
grupo G. 2 = е, se determina por la fórmula 


з. О = gt. (19) 


2-16 
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En cualquier espacio homogéneo se eligen tales formas іпуагіап- 
tes diferenciales, que g*o — o; g es cualquier elemento de G. 
La diferencial до de una forma invariante otra Vez se representa 
como una forma invariante: 
g* de = dgto = do. (20) 


El producto ©, Д ® de dos formas invariantes es invariante 

también: 
g* (a Ло) = 0 Л д? = 0, Л Or es) 

Por eso se determina el anillo de las formas invariantes del espa- 
cio homogéneo M. Resulta que para cualquier espacio homogéneo 
de un grupo compacto de Lie conexo el anillo de cohomologías puede 
sor calculado sólo con ayuda do las formas invariantes. Al mismo 
tiempo, para los espacios simétricos tiene lugar una afirmación más 
fuerte: 

TEOREMA 4. Sea M un espacio compacto simétrico de un grupo com- 
pacto de Lie G. Entonces: 

a) cualquier forma invariante subre M es cerrada; 

b) cualquier forma cerrada sobre М es cohomológica а la inva- 
riante; 

c) una forma invariante (no nula) nuncu es cohomológica a cero, 

DEMOSTRACION. а) Sea w una forma invariante de rango k. Con- 


sideromos la forma sło = œ. Mostremos que forma œ es también 
invariante, Por la igualdad (18) tenemos: 


Salu = Tress (Т, 0) (22у 
En realidad, si y = 7, (z), entonces 
Тавь (2) = Tratin (8) = Inem (0) 


ST ¿Tp (2) = SxT gn (®)» 
Sal gn (2) = Tien (2) = ST y (у) = Туз (0). 
Entonces 


= фо (Го = о, 


es decir, la forma о es invariante. 
Como sx determina la aplicación sobre un espacio tangente en un 


punto г, entonces, ù Po le 


Como las formas w y œ son invariantes, la última igualdad es 
justa para cualquier punto г: 


0=(—1w 23 
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Por eso de = (—1)* до. Poro las formas do y du de rango 


k + 1 son también invariantes, mientras que sł do = do. 
Por eso 


do =(— 1) do (24) 


debido a los mismos razonamientos expuestos arriba (el rango de 
estas formas es igual a Je + 1). En consecuencia dœ Ja primera 
parte del teorema queda demostrada. 

b) Sea cerrada la forma œ sobre una variedad M: de = 0. 
Sobre el grupo G, debido a la compacidad, existe una métrica inva- 
riante (métrica de Killing) (véase 11), parte I, $ 24 y parte П $ 8). 
Esta métrica determina un elemento invariante de volumen que 
designemos por du (g): 


ди (hg) = du (в). (25) 


Normalicemos un elemento de volumen sobre el grupo G do tal 
manera que el volumen de todo el grupo sea igual a 1: 


Jara (26) 


Determinamos por la forma w la forma 0, haciendo 
б ! Tiwdn (g). (27) 


Comprobemos que la forma © es invariante y cohomológica a la 


forma w. Calculemos la forma 7jw. Tendremos 


= | Teo du (8) = | Туе (hg) | Teod шу 0, (28) 
¿ 3 


donde hacemos g’ = hg, tal sustitución del variables es suave e in- 
vertiblo. 


Así, la forma w es invariante. Mostremos quo las formas © y ө 
son cohomológicas. La aplicación 7, de la variedad W en sí misma 
es homotópica a la idéntica. Fn efecto, sea g (/) una curva on un 
grupo G, que liga un punto g con una unidad del grupo (recordemos, 
que el grupo G es conexo). Entonces, Тусу, es la homotopía buscada, 
Por eso las formas 7¿w y ө son cohomológicas en virtud del teore- 
ma 1: Тю ~ w. Por consiguiente, 


D= | Тар [одао (аный =ө. (29) 
è ё ё 


La segunda parte queda demostrada, 
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c) Vamos a demostrar ahora, que una forma invariante sobre un 
espacio compacto simétrico no puede ser cohomológica a cero (st 
ella es no nula). Recordemos, que sobre la variedad M puede ser 
introducida una métrica de Riemann (% y) que es invariante con 
relación a la acción del grupo G (véase (1), parte II, $8). La métrica 
de Riemann sobre una variedad determina el producto escalar de las 
Tomis sobre esta variedad. El cuadrado escalar de la forma Фф ез 
igual a 


(o, 0)- fu A rw. (30) 
й 
Este valor siempre es mayor que cero si 05-0. En efecto, ві 
Ar... id A... A da'r, entonces 


o= 


о Джоне | LR A Уа Л... Nd 0 
A 7 


(gui h” ез una matriz ínvorsa a li, В = dot (hy), п = dim A). 

Sea œ una forma invariante. En vigor de invariación до la mé- 
trica (hu) todos los operadores Т conmutan соп el operador *. Por 
eso la forma ж о es invariante también y. por consiguiente, es cerra- 
da: dro = 0. 

Supongamos + = du'. Entonces, d (w' A ж o) =dw Aro + 
+0 Лао = о A ж о. Por eso, según la fórmula de Stokes, 
tenemos 


(o= fo Arom аш Л *ш)=0. (30) 
М ` 


й 


Entonces, la forma œ es un cero idéntico. El teorema queda total- 
mente demostrado. 

Consideremos ahora algunos ejemplos. 

uempro 1 El toro 7” = R"/T, donde T es un rolículo entero 


numérico en А", engendrado por п vectores linealmente indepen- 
dientes. El toro es un grupo de Lie abeliano compacto. 

Sean тї, ..... 2% coordenadas euclídeas en R”. Todas las formas 
del tipo dz" A... A dz'h son las formas invariantes (respecto 
a los desplazamientos) sobre R”, Por eso ellas determinan las formas 
invariantes sobre el toro 7”. Si la forma о = ш, (1) d° A -.. 


A det sobre el toro es invariante, esto significa que 


ам. AAN = o.. ip (2), (32) 
os decir, los coeficientes de la forma œ son constantes: 
ai, ... p= Const. (33) 
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Así, cualquier forma invariante sobre 7” es una combinación lineal 
con los coeficientes constantes de los productos exteriores de las 
formas dl, da*, .... dí”. 

pepucción, El anillo de cohomologías del toro H* (7™) es un 
álgobra exterior A (e, , €n) con las generatrices e, .. Ep 
de grado 1. Aquí e, ез clase de cohomologías de la forma dal. 

EsempLo 2 Un grupo de Lie compacto. Las formas invariantes 
sobre G son formas bilateralmente invariantes diferenciales sobre un 
grupo (respecto a los desplazamientos a la izquierda y a la derecha). 
Consideremos, al principio, las formas invariantes respecto a los 
desplazamientos a la izquierda sobre el grupo G. Demos un ejemplo 
de una 1-forma invariante respecto a los desplazamientos a la izquier- 
da con valores vectoriales que toma valores en el álgebra de Lio g 
del grupo G: о (g) = g> dg. Para un grupo matricial С, donde g =з 
= gin), dg = (dgin) es una matriz con elementos dgin, р es tambión 
una matriz de las 1-formas, © = (Фа). 

Otra construcción de la misma forma w no emplea la realización 
matricial del grupo y por eso conviene para cualquier grupo б. 
Soa el vector E tangente del grupo G en un punto g. Actuando sobre Ẹ 
con un desplazamiento a la izquierda (L¿-1)a, obtenemos un vector 
de un espacio tangente en la nnidad del grupo, es decir, del álgebra 
de Lie g. 

Todo componente de Ја forma œ ез invariante respecto a los des- 
plazamientos a la izquierda: 


w (hg) = ¿Ud (hg) = 


Idg = ө (g). (34) 


Sea 0%, .... 6 una base en un espacio de las 1-formas inva- 
riantes respecto a los desplazamientos a la izquierda. Para un grupo 
matricial en calidad de las Tiya e puedon ser tomados los compo- 
nentes de la forma œ = (шу) == 4706 escogiendo entre ellos los 
linoalmento independientes. Por ejemplo, рага un grupo G = SO (n), 
donde la matriz (0;,) es antisimétrica, en calidad de base pueden ser 
tomadas las formas ©, donde i< k. 

LEMA 2. El número №, o sea la dimensión del espacio de las 1-formas 
invariantes respecto a los desplazamientos a la izquierda, es igual a la 
dimensión de un grupo. 

DEMOSTRACIÓN. Cualquier l-forma invariante respecto a los des- 
plazamientos a la izquierda Ө se determina totalmente por su valor 
sobre un espacio tangente en la unidad del grupo, además, este valor 
puede ser arbitrario. El Jema queda demostrado. 

coroLano. Æl espacio de las 1-formas invariantes respecto а los 
desplazamientos a la izquierda, coincide con el espacio g* de todas 
las junciones lineales sobre el álgebra de Lie g del grupo G. 

Aquí el álgebra de Lic se considera como un espacio tangento en 
la unidad del grupo. 
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Lema з. Cualquier k-forma invariante respecto a los desplazamien- 
tos a la izquierda œ posee la forma 


o= Y anað" A e AO, (35) 
donde а, ¡y Son constantes. 


тгмозтпАстох. En virtud del loma 2 la forma ө еп la unidad 
del grupo puedo ser oscrita así: 


ө (е) = 
< 


Өне Л... Ле (е). (36) 


Según la invariación respecto a los desplazamientos а la izquierda 
de las formas о y 8*, la igualdad (35) es justa en cualquier punto del 
grupo. El loma queda demostrado. 

GUROLARIO. El álgebra de las formas invariantes respecto a los des- 
plazamientos a la izquierda sobre el grupo de Lie G es isomorfa al álgebr 
exterior A (4*) por encima del espacio g* de las funciones lineales 
sobre el álgebra de Lie g. En otras palabras, esta álgebra coincide con 
uy арар de las funciones antisimétricas polilineales sobre el álgebra 

ле 8. 

Aclaromos qué formas invariantes respecto a los desplazamien- 
tos a la izquierda son, al mismo tiempo, formas invariantes respecto 
а los despluzamientos a la derecha. Señalemos, que con los despla- 
zamientos a la derecha por А^\, la forma œ = 642 se transforma 
de la manera siguiente: 


өк» (gli d (gl) = Mor. 


De aquí es justo el 

Lema 4 La función antisimétrica polilineal Ф (Xy... Xp) 
de Л (8") responde а la forma invariante respecto a los desplazamientos 
4 la derecha si, y sólo si, es justa la igualdad: 


PXI, o.a, AX) e (X, 


a) (37) 


para cualquier elemento h del grupo б. 

рврусстом, El anillo de cohomologías de un grupo do Lie com- 
pacto conexo G coincide con el anillo A spy (3%) do las funciones 
antisimótricas polilineales sobre el álgebra de Lie $ invariantes 
respecto a los automorfismos interiores. 

Soa que (, ) significa una forma de Killing sobre el álgebra de 
Lie g del grupo G. Determinemos la función 3-lineal Q (X, Y, Z) 
sobro el álgebra de Lie g, haciendo 


Q (X, У, 2) = (X, УЛ 2). (38) 
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Esta forma es antisimétrica, dobido a la invariación de la forma do 
Killing (véase [1], parte I, $ 24). Además, en virtud de la igualdad 
MX, АУА = A[X, У] h", la forma Q os invariante respecto 
a los automorfismos interiores del grupo G. Por eso es justa la 

APIRMACIÓN 6. El grupo Н? (G) es no trivial para cualquier grupo 
de Lie compacto G con una forma regular de Killing (es decir, para un 
grupo no abeliano). 

ESIMPLO з. Sea ЛГ un espacio simétrico del grupo G; H, un grupo 
de isotropía. Fijando un punto z en la variedad M, obtenemos una 


Б 
aplicación б —> M, donde un elemento del grupo g pasa a p (g) = 
= Г, (2). Todo el subgrupo A (y sólo 61) pasa al punto z. Si w өз 
una forma sobre la variedad 17, entonces se determina una forma p*w 
sobre ol grupo G. Esta forma se anula sobre el espacio tangente al 
subgrupo /7. Cualquier clase/derecha contigua {gH} por el subgrupo 
H pasa a un punto, al aplicarse p. Por eso la forma p*@ es invariante 
тозросќо a los desplazamientos а la derecha con ayuda de los ele- 
montos del grupo Н. 

Sea œ una forma invariante sobre la variedad M. Entonces la 
forma p*o sobre el grupo G es invariante respecto a los desplaza- 
mientos a la izquierda 

TEOREMA в. El anillo de las formas invariantes diferenciales sobre 
el espacio homogéneo М del grupo G con el grupo de isotropia Н es 
isomorfo al álgebra exterior Apuy ((3/h)*) (aquí h es el álgebra de Lie 
del subgrupo Н), es decir, al álgebra de las funciones antisimétricas 
polilineales sobre 8, anuladas sobre h, invariantes respecto a los auto- 
morfismos interiores con ayuda de los elementos de H. 

DEMOSTRACIÓN. А cada forma invariante œ sobre M le confronte- 
mos la forma p*o sobre el grupo С. La forma p*w es invariante res- 
pecto a los desplazamientos a la izquierda y se anula sobre Л, por 
eso determina cierto elemento de A ((3/h)*). La forma p*o es 
invariante también respecto a los desplazamientos a la derecha 
en los elementos del grupo H. Es suficiente para esto, en virtud do 
la invariación respecto a los desplazamientos a la izquierda, que la 
forma p*w sea invariante respecto a los automorfismos interiores 
en los elementos del grupo H. El teorema queda demostrado. 

EJEMPLO 4 Calculemos el anillo de cohomologías de un espacio 
complejo proyectivo: 


CP" = U (n + 1/0 (1) х U (п). (39) 


Ср" ез un espacio compacto simétrico. El grupo U (n + 1) también 
es conexo y compacto. Por eso, el anillo de cohomologías СР" зе 
determina por las formas invariantes diferenciales. 

Sean (29, .. .. 2") coordenadas homogéneas sobre CP", es decir, 
coordenadas sobre C™!INỌ, determinadas con exactitud hasta un 
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factor complejo no nulo. Consideremos en С"+1 una 2-forma real 
diferencial 


2=3 Jj d par. (40) 
т 


А la restricción de esta forma sobre la esfera 5+1; У) | 2k |? = 1 
© 


también la designemos por О. La forma £ es invariante respecto al 
grupo U (n + 1). Mostremos que esta forma se obtiene de cierta 
forma О sobre СР": Q = p*o, donde р: $?"+1-> СР" es una 
proyección natural. 
Hay que verificar que con las transformaciones 
at etozh, а ее (dz + iz" ад), (41) 
Doe, d3" —> ed i3" d). (411) 
La forma О pasa en sí misma. Sobre la esfera $2", donde 


з 
202 == 1, tenemos Ў) 2*d24 Y 3 бо" = 0; por eso 
K=O p 
Уа ла уа A d 
+4 A D (dè +a агу= E 5) дг A й", 


Así obtenemos la 2-forma invariante w sobre el espacio simétrico 
СР". Todos sus grados exteriores son distintos de cero cuando 
k< п, ya que los grados correspondientes de la forma © también 
son distintos de cero (¡verifíquesel). 

эррссстох. El álgebra de cohomologías H* (CP") del espacio 
complejo proyectivo CP” contiene en sí el álgebra de polínomios 
clol de la generatriz œ de dimensión 2, además, о”+1 = 0, 

En el $ 4 so mostrará, que no hay otros elementos en Н* (СР"). 
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DEPINICIÓN і, Se llama complejo (complejo de cadenas o co- 
cadenas) un grupo abelíano С escrito aditivamente, si: 
1) El grupo C se representa como una suma directa C = Ў Съ 


Й 
de sus subgrupos Су de la dimensión o del grado k (ве dice que el 
grupo С es graduado). 

2) Es dado un operador lineal (homomorfismo) д: Ch > Су 
tal, que дд = 0; el homomorfismo д aumenta (о reduce) Ја dimonsión 
en 1 simultáneamente рага todos los k: д (Cy) с Casyold (Cr) = 
© Cral. Si dC, с дСу+у, se trata de un complejo de «cocadenas», 
Si 2С, C С,_1, se trata de un complejo de «cadenas». 
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DEFINICION 2. El grupe k-dimensional de homologías H, (C) 
del complejo de cadenas С se denomina grupo cociente del grupo de 
cielos k-dimensionales Z, = Ker ô (o sea д7, = 0) por un subgrupo 
de fronteras В, = Im д = 0Cz41 (Ву с 23): 


Н, (C) = 218, (1) 
Al grupo de cohomologías del complejo de cocadenas so lo llamará 


grupo cociente de los cociclos Z* = Ker ô por cofronteras В" = 
= dra 


нА (C) = 23в". оу 


Al grupo completo de homologías 17, (С) о de cohomologías- 

Н“ (C) se lo Патага suma directa: H, (C) = У Н, (C), o Н" (C) = 
So 
= Ў н" (С). 
Si 
PJEMPLO 1. El complejo de formas diferenciales C =Y с, 
= 

sobre la variedad Л/" es conexo соп cada variedad M”, Aquí Cr 
son todas las k-formas (suaves) sobre la variedad M"; el operador 

Су > Casa es un operador de la diferenciación exterior d = 0. 
Las homologías de tal complejo so denominaban en el $ 1 cohomolo- 
gías do variedad. 

EJEMPLO 2. Se determina un complejo de las formas invariantes. 
diferenciales sobre un grupo de Lie o sobre un espacio simétrico. 
Todas estas formas son cerrados, por eso el operador 0 == d es trivial, 
o sea, nulo. Del teorema 1.4 se deduce que las homologías de este- 
complejo coinciden (рага un espacio simétrico) con las homologías- 
del complejo de todas las formas diferenciales. 

En los párrafos siguientes encontraremos nna serie de ejemplos 
do los complejos. 

Sean dados dos complejos (C9, 40), (C9, ду, 

DEFINICION з El homomorfismo f: СО) — СӘ) que conserva la 
graduación, se denomina homomorfismo de complejos, si él conmuta 
con la operación de las diferenciales: 


DeD, (САР) с С). k=0, 1, ... (8) 
Tiene lugar la sencilla 
APIRMACIÓN 1. — Un homomorfismo f de los complejos algebraicos, 
induce un homomorfismo j de los grupos de homologías: 
$: Ну (C9, 00) > H, (СӘ), 50), k=0, 1. ... (9) 


DEMOSTRACION. ЕІ homomorfismo / traslada los ciclos Z}? а los 
ciclos 2 y las fronteras B$" a las fronteras Ву? para cualquier А. 
Por eso él determina correctamente el homomorfismo de los grupos 
de homologías. La afirmación queda demostrada. 
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Por ejemplo, una aplicación suave de variedades f: M -- № 
«determina una aplicación f* de los complejos de las formas diferen- 
«ciales sobre estas variodados, que actúa al lado inverso: 


р C (N) > C (м). 


Esta aplicación es lineal y conmutada con la diferencial: /*dw == 
= df*o para cualquier forma о. Por oso f* es un homomorfismo de 
los complejos de formas diferenciales. 

DEFINICION & Sean f: CM > СӘ), g: СӘ) —- СӘ dos homomor- 
fismos do los complejos algebraicos. Estos homomorfismos se llaman 
(algebraicamente) homotópicos, si es dado un homomorfismo D: С! ~» 
CM tal, по)“ 


DIM + DD = {—. 


Si los operadores #0), 9% aumentan (reducen) la gr 
entonces la uplicación D reduce (aumenta) la graduación 


Dhc, о рс) =: (6) 
AFIRMACIÓN 2. Las aplicaciones һо'пэ{бр:сл$ de los complejos indu- 
«cen iguales homomorfismos de los grupos de homologías: 
f= g: Hp (C0, 00) > Н, (СӘ, 29). (7) 
DEMOSTRACIÓN. Si ca E Ch” os un cielo, (1с, = 0, entonces 
(en) —8 (cr) = DIV, + 02е, = + д® ск, 
«0 sea, f (cx) ~ g (cr) еп un grupo до horaologías Ha (Се, 0D), 
La afirmación queda domostrada. 
Este ojemplo de la homotopía algebraica fue dado al demostrar 
la invariación homotópica de cohomologías en el teorema 1.1. Otros 
ejemplos los encontraromos en los párrafos siguientes. 


DEFINICIÓN 6, Sea ¿bp un rango del grupo 4, (C, д). La suma 
alternada del tipo 


xC, a= У (—Y'b= > 
а 


зе denomina característica de Euler del complejo (С, д). 

AFIRMACIÓN 3. La característica de Euler del complejo (C, ду es 
igual al número siguiente: 

ХС, у= Y (тапи Су. (9) 
o 

DEMOSTRACION. Sea Za el rango del grupo de los ciclos Zp; бу, el 
rango del grupo de las fronteras Ву. Entonces, para estos rangos 
tendremos las relaciones: 


br = б (10) 
Ba = rang Сън — zhes (14) 


1)" rang My (8) 
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{donde el operador д reduce la graduación). Por eso, 


Б = + жа — тапи Crta 
y 
Y (—1) а= 204 2 (— 1)" rang Су. 
к 


ко 


La afirmación queda demostrada, ya que ® = rang С, (es evidente, 
que la demostración es justa también cuando el operador aumenta 
la graduación en 1). 

Sea G un grupo abeliano arbitrario (escrito aditivamente). Es 


determinado el complejo С ® G = Ý С, ® б, о sea el complejo 


ГЕЯ 
de «cadenas con coeficientes оп el grupo G». [Recordomos, que el 
producto tensorial de dos grupos abelianos А ® B se compone de 
toda clase de sumas finitas del tipo Ў а, 9 b, а, СА, b ЄВ, 
mientras que para el símbolo ® deben cumplirse las siguientes exi- 
gencias: 


(a +a) Db =a ®Ь +а, ®Ь, 
aQ (bi + b,) =a Q b, +a O da. 


Do aquí se deduce una relación útil: ma ® b = а ® mb, donde m os 
cualquior número entoro, 

PROBLEMA 1. Demostrar que para cualquier grupo G өз justa 
la fórmula б 9 Z = G. Calcular el producto tensorial de los grupos 
finitos cíclicos Zm ® Zn. Domostrar que el producto tensorial 
de cualquier grupo abəliano finito por un grupo de los números rea- 
les (о racionalos) os igual а сого.] 

El operador д сп las cadenas del tipo с, ® g, cn € Cm g EG, 
opera del signiente modo: ô (сь ® g) = дс ® g. Èl continúa Jineal 
mento sobre todo cl grupo С ® G. Aquí es evidente la correlación 
дд = 0. Las homologías del complejo С ® С se llaman también 
homologías del complejo С con los coeficientes en ol grupo G y se 
designan así: 


Hy (C; G) = Ha (C ® 6). 


Sean G un grupo abeliano escrito aditivamante y (C, 9) un com- 
plejo de cadenas. Introduzcamos un complejo conjugado de cocade- 
nas, que son las formas lineales (homomorfismos) C* con valor en G, 
designado en el álgebra por Hom (C, G). Tenemos una descompo- 
sición natural en suma 


с*= X с (2) 
Ko 
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(С? son formas lineales sobre С) y el operador de frontera 0* con- 
jugado con 2 

öt CR— Chyi 0: Cr — Сул. 
donde 


(d*c, с) = (г. осу; c&C. сєС*. (13) 


MEOREMA 1 Son mutuamente conjugados los espacios lineales 
H* (С; k) y Н, (С): en particular, ellos tienen la misma dimensión. 

DEMOSTRACION Supongamos, que el operador ô reduce la gradua- 
ción. Demostremos, qne un elomento с^ de Cf es сосіс1о еп el com- 
plejo C* si, y sólo si, (с^, B,) = 0, donde Вк с Ch es un subgrupo 
de fronteras. En efecto, para cualquier elemento tapı del grupo 
Cri obtendremos: O = (д*с®. 2441) = (сй, dny). Por otro lado, 
si (с^, 00,41) = 0 para cualquier elemento суу de Саз, entonces 


д*с\ toma valores nulos sobre cualguicr olemento Суу. 

Así obtenemos, que un espacio 2* de cociclos del complejo C* 
coincido con un espacio de formas lineales, que se anulan ёл un 
subespacio de fronteras В. En virtud de que cada espacio С, tiene 
una dimensión finita, el complejo (C*)* coincide соп el complejo С. 
Por eso tenemos: un espacio de ciclos Z, que coincide con un espacio 
de formas lineales sobre Cf, que se anulan en un subespacio de fron- 
teras Bf. En otras palabras, Bf son todas las formas lineales que se 
айшап sobre Za. 

Según lo demostrado, cada elemento с“ de Cf. donde б*с* = 0, 
determina una forma lineal sobre las homologías Н, (С). Además, 
las dimensiones de los espacios Н (С; К) у Н» (C) coinciden. El 
teorema queda demostrado. 

Vamos a definir la operación del producto tensorial С = CW O 
9 C® de dos complejos (CV, 20) y (СӘ, 099). 

Recordemos, que al valor tensorial A Y B de dos espacios linea- 
les A y В соп bases (ау, ..., а,). (bj. ‚ bp) se Је llamará un 
espacio con base а, ® bj, { = 1, ‚5, j =... р, у la con- 
dición (Ma, + Аза) © b = 1a, Q b 4 hada O D у а ® (Ы, > 
+ haba) = Ма ® b, + Asa ® hy. (Aquí %, y А. son escalares. 
Posiblemente, se trata de cualesquier grupos abelianos escritos adi- 
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tivamente A y В; entonces, à son únicamente números enteros 
(véase la pág. 27)). 
Sea C = У Ch, donde 


с,=(С® @ С®„= Y ср OCP, (14) 
rfm 
оро (у= (00р) O PH AP O e) (15) 


Es fácil verificar, que дд = 0. 

TEOREMA 2. Sean CW у СӘ) complejos de espacios lineales sobre 
cualquier campo k. Para las homologías del valor tensorial tenemos la 
fórmula siguiente 


H, (CC® 9CD= Y H, (C) 8 Ha (C2) (16) 
push 


(serán importantes los casos cuando k = R, ©, Q, Zp). 
Para demostrar ol teorema probemos, al principio, una afirma- 
ción auxiliar. 


Lema. Sea С = Y Cn un complejo de espacios lineales sobre un 
Sn 


campo k. Entonces, en cada espacio Cn se puede elegir una base canó- 
nica (Ents Un.y Ала). en la cual la acción del operador д se escribe 
asi 


гм, == уп-а, OYn 450, Ohn, = 0. (17) 
DKMOSTRACION. Es evidente de las fórmulas (17) que los vectores 
Yn. son fronteras, los vectores An., son ciclos quo no se representan 
como fronteras y así dan una base en las homologías A, (С); por 
fín. los vectores ж es una base en un espacio de cadonas, y no son 
ciclos. Por eso, la base que necesitamos se construye fácilmente por 
inducción, comenzando por el espacio Cp. 
DEMOSTRACIÓN DEL TEoURxMA. Elijamos las basos canónicas (2p, 
Y М) y (2P. yi. 27) en todos los espacios Cp’ у Cs” (omitimos 
los índices que numeran los vectores básicos de ип espacio). Cons- 
iruimos una base canónica para ol espacio C= Y С ӘС 
рт 


El primer grupo de los vectores (no ciclos): 
a 920; ара lap Ә UPA DM yya ® ada 
DA Pr (IP O 2 (18) 


(por doquier en estas fórmulas y más abajo p + = k). 
La base de frontoras: 


bna =Y A Q a (A O Y 
3 


К >, и ‹ (19) 
Мат ФШ? dramh OKP; ӧн O ЫГ. 


зо Cap. 1. Recetas del cálculo de homologias 


Los vectores (18), (19) son linealmente independientes (¡verifíquesel) 
у, para obtener una base сп el espacio Cr, hay que añadir los vectores 
del tipo h? 9 AP, р + д = К. Calculemos la acción del opera- 
dor д en la base construida. De las fórmulas (15), (17), obtenemos de 
inmediato que 


Әтуд= уда дара= уран, Org реа, Ва 
дуа = дура = pa = 08а = 9 (4p O hi") = 0. 
es decir, la baso construida es realmente canónica. De tal manera, 


los vectores A? O Af? con р + q = k forman una base en el espa- 
cio H, (СО ® С®), lo que debíamos demostrar. 


pa-t 


$ 3. Complejos simpliciales. Sus homologías y cohomologías. 
Clasificación de las superficies bidimensionales cerradas 


Formulewos, ahora, otro enfoque de la definición y del estudio 
de los grupos de homologías y cohomologías, que aumenta mucho 
las posibilidades del empleo de los mismos. 

Definimos un simplex n-dimensional (de dimensión т). Un sim- 
plex O-dimonsional es un punto lap); un simplex 1-dimensional es 
un segmento [ос 1; un simplex 2-dimensional es un triángulo 
lapa); un simplex 3-dimensiona] es un tetracdro [оцеосзоа) 


(fig. 


СА 
а) 5) г д a) v 
ИСЛ 40 с „э 0 
. ES 
e 
O-dimen= Talimen= а кы r 
sionat эол Z-dimen- ær 
sional Fatimensionol 


Fig. 2, Simplex, 


Por inducción, si un símplex n-dimensional о" = laya, an} 
está definido y se encuentra en un espacio n-dimensional R”, enton- 
ces, para construir un símplex (» + 1)-dimensional, hay que tomar 
un vértice nuevo „+ fuera de este hiperplano R” с "+! у exa- 
minar el conjunto de todos los puntos pertenecientes a los segmentos 
que ligan este vértice nuevo а, +; con los puntos del simplex 
[do . . - An). El cuerpo obtenido será un simplex (л + 1)-dimensio- 
nal [0 ... ту} = О"+!, 

En forma más general, al símplex n-dimensional lo denominare- 
mos cápsula convexa del (п + 1) punto (vértice) de un espacio 
euclídeo. 

Las caras de un símplex n-dimensional lay . . - œn] son los sím- 
plex tendidos en los vértices [ay . . . «л. [жй ... ансат], -.- 
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. an}. Así, la ¿-ésima cara se obtiene al separar el 
е од del conjunto [ay .. . nl, y ella es opuesta a este 
vértice: la i-ésima cara о{' del símplex o” es 


Чу (ty 


МЕЕ 


(el i-ésimo vértice se ha separado). 

Las caras de menor dimensión se obtienen, formalmente, de un: 
símplex [œp . . . An] al separar cierto número de cualesquiera vér- 
tices. 

DEFINICION 1. La frontera orientada del simplex о" = [æo .. - 

+ @nÌ es una combinación lineal formal de sus caras del tipo: 


до" = Ù [do ы Y E [to E... anl = 
=Po @ 
7 


Por ejemplo, para los símplex 0-, 1- у 2-dimensionales tenemos: 


ô [%)=0, (Зу 
9 [ооа] = (61—19), (4) 
Ô [одоос] = (2,0%) — Аааа] + [оц]. (5) 


ре la fig. 2 está claro, que las caras tienen signos regulares, 
vena 1 Para un símplez n-dimensional tiene lugar la fórmula 


дд... %nl=0, (6) 


La demostración consiste en el cálculo directo, Por ejemplo, 
para л == 2 tenemos 


Ô [90142] == [оаа] — [otta] + [994], 
00 fuoa] = {[®]— [оч])—{1®1— (05) +4 1021] — 19]) = 0. 


El cálculo es analógico pura todos los л: 00002, (—1)'о{5\); 
=] 


en esta suma la cara ofi (los vértices аң, æy están separados) se 
incluye dos veces—en la frontera дой у' y 0045! — con signos opuestos, 

peertción 2 El complejo simplicial es un conjunto de simplex 
de dimensión arbitraria que tiene las siguientes propiedades: 

1) junto con cualquier símplex, sus caras de todas las dimen- 
siones pertenecen a este conjunto; 

2) dos símplex pueden intersecarse (tener puntos comunes) sólo 
por una cara entera de alguna dimensión y, con esto, en no más de 
una сага. 

Un complejo simpliciel finito se compone de un número finito 
de símplex. 
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Enumeromos de algún modo lodos los vértices de un complejo 
simplicial finito аз, а, . . . %y. Entonces, los simplex r-dimen- 
sional [ж ti 21,1 зе doterminan por ciertos subconjuntos de 
los vértices ca la enumeración dada. 

Sea G cualquier grupo conmutalivo, donde la ley de grupo se 
escribo como la adición (+). Las cadenas de la dimensión A en un 
complejo simplicial son combinaciones finitas lineales formales del 


tipo с = У) @ о, donde o; son diferentes simplex k-dimensionales 
7 


escritos en la numeración dada de los vérlicos del complejo; g,, son 
elementos arbitrarios del grupo G. La adición de las cadenas se deter- 
mina así: si ca = Уу б, ch == У) gon entonces, ca + ск = 
= Y (д + gi) п. Las cadenas forman un grupo abeliano. 

La frontera de la cadena dc, es la cadena do la dimensión Æ — 1, 
determinada por la fórmula 


ec, =Ñ g,00,. (7) 


Es evidento la fórmula (según cl lema 1): 292, = 0. Los cielos 
son tales cadenas ile ca, que Ос, = 0. Los ciclos forman tambión 
el grupo Z}. Los ciclos homológicos а cero (quo son fronteras) son 
tales ciclos de сд, que ca = дсп зл. Estos ciclos forman ua grupo de 
fronteras Ba. 

DIFINICIÓN з. Al grupo de homologías А, (М, G) de un com- 
plojo simplicial M lo denominaremos con un grupo cociente del 
grupo 2, de todos los ciclos de la dimensión # por ciclos Ba homoló- 
gicos a cero (dos ciclos son uquivalentes si, y sólo si, сї — сў = 
= erya). 

Son interesantos los casos G = Q (números racionales), G = Ù, 
6 = 2 (números enteros), G =Z, (residuos рог el módulo 2) 
y en general, G = Zm (residuos por el módulo m, en especial, cuan- 
do m es un número primo у Zm es un campo). Cuando G = R, 
todos los И, (M, R) son espacios lineales sobre el campo Я. А la 
«dimensión b; del espacio H; (M, R) se la Пата ¿-ésimo número de 
Botti del complejo 

Para un comple] 
«de Euler: 

si y, es ol número de símplex de dimensión ¿ en un complejo 27, 
entonces la característica de Euler del complejo Af es igual а 


r= È (т (8) 
E] 


al finito so determina la característica 


simpli 


TEOREMA: Sean b; las dimensiones de los espacios Н, (М; R) 
{números de Betti). Entonces tenemos la igualdad: 


1 (M)= Y (—4 u= Y (10). (9) 
S 0 
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DuxostRacióN. Un grupo de cadenas ¿-dimensionales C; es un 
espacio lineal de la dimensión үү. Por eso la demostración so deduce 

la afirmación 2.3, 

Omservacion. La característica de Euler y (М) puede ser deter- 
minada (véase (1), parte 11, $ 15) como una suma de singularidades 
de un campo vectorial (o do una función suave). Obtenemos la posi- 
bilidad de calcular ҳ (M) partiendo de las homologías, 

Determinemos ahora los objetos conjugados. Una cocadena 
k-dimensional с? es una función lineal sobre las cadenas /-dimensio- 
nales con los coeficientes enteros del complejo M con valores en el 
grupo G. De manera que la cocadena с“ compara cada símplex k-di- 
mensional a; con ua elemento с^ (о) del grupo G, al mismo tiempo 


e (ас + бо) = ас (011) + be" (0,2). 


а, b, son números enteros. La suma de estas funciones lineales es 
otea voz una cocadena, por eso las cocadenas forman un grupo. 

Una cofrontera ô do cualquier cocadena е^ es una cocadena 
{k + 1)-dimensional qua s> datormina соп la igualdad 


Set (о) = с (да) (10) 


(о 8 = д* өп las connotacionss del $ 2), dondo g; оз cualquier sim- 
plex de la dimonsión / +- 1. Señalemos que ёб = 0. En realidad, 


ббс (о) =80* (да) == с^ (д да) == 0. 


Los сосіс!оз son cocadenas c" tales, que $c* = 0. Los cociclos equi- 
valentes (cohomológicos) a cero son de tipo сї = бс\—!. 

DEFINICION 4. Un grupo de cohomologías Н" (М; G) os un grupo 
cociente de un grupo de сосіс1оз рог un subgrupo de cociclos, equi- 
valentes a сего (cf ~ с^”, sick — с = 841), 

Un complejo de cocadenas se conjuga con un complejo do coca- 
denas simpliciales. Рага el caso, cuando G = К es un campo, obte- 
nomos del teorema 2.1 el siguiente 

COROLARIO. Las dimensiones de los espacios Н, (М; k) y Н! (М; k), 
donde k es un campo, coinciden. 

Consideremos el caso G = Zm (residuos del mod m), en especial, 
si m = p es un número primo, cuando G = Zp es un campo. Sea 
z € H, (M;_G) y Z una cadena con coeficientes enteros, que da un 
ciclo z = 2 (mod m). Tenemos 


801128 
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en las cadenas con coeficientes enteros. Si el elemento 7 cambia en 
la clase de homologías z € И, (M, Zm), 3 >Z + ду + mz, enton- 
ces obtenemos 


дт дт, дду дт a 
Ла 04 a 02. 


Con esto, ди = 0. 


De manera que surge el «homomoríismo de Bokshtein» univoco 
correctamente determinado: 


2>%, donde (тойт) ~ гє H4 (М Zn), aay 
Ha (M; Zm) = Hai (M; 2). 
Análogamento, en las cohomologías obtendremos un homomorfismo 
IM; 2) Š H (ar; Z). (12) 
лтїлмАс10х 4. Para cualquier elemento х € Ш, (М; Zm) 0,2 = 0 


en Ну-у (M; Z) si, y sólo si, z se obtiene del elemento y € Hg (M; Ту 
con ayuda de la reducción (módulo m): 


в = y (mod т) = дл = 0. 


Análogamente, en las cohomologías: x = y (mod т) +> 6,2 = 0. (Ади 
2 € H? (M; Zm), y € H° (М; Z).) 
DEMOSTRACIÓN. Si z= у (mod т), entonces se puede escoger una 


cadencia Z de manera que di=0 у 0,2 22-0 en Hg (М; 2). 


Рог el contrario, si 9,2=0 en H¿.,(M;Z), entonces 22 = да para 
a = p 


cierta cadena z. Supongamos —mz. Tenemos ðy=0 e 
y(modm)==. La afirmación queda demostrada. 

Así, el conocimiento de д, y $, nos permite reconocer las imá- 
gones de las homologías con coeficientes enteros en las homologías 
Че mod т. Otro empleo: la imagen 94H, (M, Zm) en los grupos 
Но (M, Z) escoge los elementos u, u € Но, (M, Z) tales, que 
mu = 0 (torsión). 

En efecto, д, (mz) = т (дл) = 0, por definición. Por el con- 
trario, si mv = 0 para vEH¿., (МЇ, Z), entonces mv =óx para 
la cadena con coeficientes enteros z, y tenemos un elemento х = 
= z (mod т) tal, que x € H, (M, Zm) y 0,2 = v. 

EseupLo Para М = ŘP? tenemos 7 EH, (RP?, Z,) == 
z 0. Al mismo tiempo, 0,25 0 en H, (RP? Z) = Zp. 
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PROBLEMA 1, Рага todas las variedades no orientables hay un 
ciclo [M”] = т en el grupo Н, (М", Z,) tal, que 0,2520 y un 
elemento 0,2 € H,-, (M”, 2) de orden 2. 

Y para las cohomologías, al contrario: tenemos и € H? (RP?, Z,), 
donde şu 0 y tiene el orden 2 en Н? (RP?, Т), 

Sea la variedad M” dividida en símplex y transformada en un 
complejo simplicial. Entonces, se pueden determinar y calcular los 
grupos de homologías y de cohomologías. 

Un símplex suave о" de dimensión k, es una inmersión (encaje) 
diferenciable de un símplex (junto con algún entorno abierto de un 
símplex en 0* en un espacio R*) en la variedad М". Consideremos 
una variedad triangulada, si es dividida en un complejo simplicial 
con ayuda de Jos símplex suaves. 

Formulemos dos casos importantes (la demostración del punto А 
será dada en el $ 6): 

A. Los grupos de homologíos y de colomologías no dependen de 
la triangulación de la variedad y son homotópicamente invariantes. 

В. Рага С =R los grupos de cohomologías coinciden con los 
que se definieron por las formas diferenciales (véase el $ 14). 

Aclaremos la última afirmación. Sean: o*, un simplex suave 
k-dimensional en la variedad M”; шу. una forma diferencial de 
grado k. Está determinada la integral de la forma 0, por el sim- 
plex o: 


(on = | ope (13) 
с^ 


Si ca= Ў) го} es una cadena con coeficientes reales; entonces 


puede ser determinada la integral de la forma рог la cadena сү: 
Om e= У ri (о. (14) 
баз 


En virtud de la fórmula de Stokes (vésse 11], parte I, $ 26) es correcta 
la igualdad: 


(dor, о) = (0, де) «> | dom |. (15) 
a 
Por eso cualquier forma cerrada œ, donde du = 0, determina 


una función lineal sobre las clases de las homología simpliciales: 
si су, съ, son ciclos homológicos, су = с, + de”, entonces 


(©, с,) = (0, с) + (do, су = (ш, су). 


Cualquier forma exacta ө, donde о = dw’, se anula en cualquier 
ciclo (verifíquese). 


se 
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brorcctón, Cada clase de cohomologías H*(M; R) deter- 
minadas por formas diferenciales, define una función lineal sobre el 
grupo de homologías simpliciales Ha (М; R). 

La afirmación В formulada más arriba significa que así se obtiene 
cualquier función lineal sobre el grupo №, (М; R) у una forma 
cercada no trivial (no exacta) siempre da una forma no trivial lineal 
sobre H, (M; R). 

Sca M" una variedad conexa cerrada. Es evidente que su trian- 
gulación cualquiera (partición en símplex) tiene la siguionte pro- 
piedad: cualquior simplex de dimensión z — 1 es una сага justa- 
mente de dos símplex n-dimensionales. 

TFOREMA 2. Tiene lugar la igualdad 


H, (M; Z) = 24 


(aqui Z, es un grupo de dos elementos, residuos por el módulo 2). 
У 


PrMOSTRACION, Consideremos la cadena z= У оў, donde la 
adición se realiza por todos los símplex n-dimensionales, con todo 
озо, su orientación es arbitraria. Sobre el campo 27, es justa la 
igualdad de las cadenas: 


ô= Ў) o, (16) 
donde af"* son caras del simplex o”. En la suma ĝz= У) до? cada 


símplex (n — 1)-dimonsional se encuentra exactamente dos veces. 
Por eso dz = 0. Es evidente que aquí по hay otros ciclos no nulos 
n-dimensionales, El teorema está demostrada. 

Y ahora soa Ја variedad M" orientada. 

AFIRMACIÓN 2, Para una variedad cerrada coneza orientada un 
grupo n-ésimo de homologías H, (M°; G) es igual a G (G ез un grupo 
cualquiera). 

DEMOSTRACIÓN. En cada punto de la variedad М" es dada una 
clase de orientación de los repers (jalones) tangentes. Orientemos los 
símplex n-dimensionales en concordancia con la orientación de estos 
repers, sea que los símplex о? y 03 tengan frontera рог un símplex 
o”! (véase la fig. З para n = 2). Este símplex se incluye on las fron- 
teras da? y до? con signos opuestos. En consecuencia la cadena 
Ич = } оў (la suma por todos los símplex n-dimensionales) es 


7 
un ciclo. Es evidente que cualquier otro ciclo n-dimensional se escribe 
así: z = g 1М"], donde g os un elemento de un grupo G. Ya que no 
hay fronteras n-dimensionales, la afirmación queda demostrada. 
APIRMACIÓN 3. Sea б == Z un grupo de números enteros. Entonces 
para una variedad cerrada conexa no orientada n-dimensional tendremos: 


H,(M",Z)=0, H,(M”,Z,)=Z,. 
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DEMOSTRACIÓN. Cualquier ciclo n-dimensional debe tenor el 
aspecto z=2 У оў, dondo 2.-®0 es un número entero y los símplex 
о? están orientados de manera conveniente. Si los símplex съ y о? 
tienen frontera por el símplex 0”=*, entonces este simplex so incluyo 


en даў y 00% con los signos opuestos si, y sólo si, los símplex o? 
y 0% son orientados igualmente en la variedad M” (verifíquese). 


=“ 


(08 66,06] = Cg {1+ 
2 (асо осу бу]=-Соу&}+... 


e, 


©з 
Fig. 3. 


Por eso д2 si, y sólo si, en todos los símplex ої puede ser 
escogida la única orientación, es decir, si Ја variedad М" es orien- 
table. La afirmación queda demostrada. 
COROLARIO, Sea [M"]= У) оў la suma de todos los simplex n-di- 
+ 


mensionales de la variedad no orientable М" (generatriz en el 
grupo Hn(M”, ®„)). Entonces 


dy [Mp] 0 en el grupo Hn- (M", Z) y 29, [M"]=0. 


Pasamos ahora a Ja triangulación de las variedades suaves bidi- 
mensionales y a su clasificación con ayuda de los complejos simpli- 
ciales. 

Clasifiquemos las variedades bidimensionales suaves compactas 
cerradas conexas. De aquí en adelante vamos a considerar sólo tales 
variedades, y por eso no mencionaremos cada vez las restricciones 
impuestas a la variedad, enumeradas más arriba. 

LEMA 2. Cualquier variedad suave bidimensional М? se puede 
triangular suavemente (es decir, partir con curvas suaves en triángulos 
suaves tales, que dos triángulos cualesquiera de esta división no se inter- 
secan, tienen un vértice común, o bien un lado común), 

DEMOSTRACIÓN: Sumergimos (encajamos) M? en un espacio 
euclideo de dimensión finita (véaso [1], parte II, $ 9). Entonces 
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sobro M? surgo una métrica de Riemann inducida. Para un e >0 
suficientemonte poqueño dos puntos cualesquiera х, y Є M”, para 
Jos cuales p (т, у) < e (р ез una distancia sobre M? engendrada por 
la métrica do Riemann), se unen por la única geodésica más corta 
ух: Vamos a recubrir M? con un sistema finito de discos de radio < 
29: Di ру ..., Dy. El disco D, puede ser triangulado sua- 
vemente con ayuda de las geodésicas. Para difundir la triangulación 
en los discos que tienen una intersección no vacía con D, (por ejem- 
plo, sobre 2 з), es suficiente notar que la geodésica perteneciente 
a D, N Da, construida antes оп D,, también se presenta como una 
geodósica dosde el punto de vista del disco D, y por eso la triangu- 
lación puedo зог: prolongada en el disco D, (anteriormonto desme- 
nuzando, probablemente, la triangulación sobre D,). El proceso se 
concluye denteo d> un número finito da pasos. El lema queda de- 
mostrado, 

Al principio doscribamos todos los tipos de variodades bidimen- 


sionales. La ргішога sorio es una esfèra con g asas М; g es el género 


Ы == > 


Mes 


Fig. 4. Езіога cong asas 52 4- (g) = М2 (on la figura, g = 3). 


de la superficie. Por ejemplo, estas variedades aparecen al estudiar 
las superficies de Riemann do las funciones algebraicas de tipo 
w = +V Pn (2) (el polinomio Р, no tiene raíces múltiples). Recorde- 
mos que М? es igual al conjunto de los ceros de la ecuación ш? — 
— Pagra (0 = 0 еп СР? (z, w). Estas variedades se puedo realizar 
suavemente en R? como las superficies mostradas en la fig. 4 (véase 
más detalladamente [1], parte 11, $ 4). 

La segunda serie de las variedades (vamos a designarlas por Mi) 
se obtiene, si de una esfera S? se excluyen los discos D? no inter- 
secados de раг en par, у en la frontera de cada agujero recubido se 
identifican los puntos opuestos diametralmente (véase la fig. 5, а). 
Esta operación se llama «pegadura de Ja esfera 5° con p cintas de 
Moebius». 

En particular, si 4 = £, la suporficio M3 es un plano real proyec- 
tivo RP (fig. 5, b), si p = 2, la superficie M% so llamará super- 
ficie (botella) de Klein. Notemos, que en [1], parte II, $ 18, la super- 
ficie de Klein fue definida como un factor del plano por algún grupo 
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de movimientos discreto. La coincidencia de su realización con Mig 
es evidente de la fig. 5, c. 

Apriori tendría derecho a una existencia indopondiente también 
una serie «mezclada»: una esfera 52 a la que están unidas g asas y p 
cintas de Moebius. Pero esta serie «mezclada» se contiene íntegra- 
mente en la serie луд. En efocto, consideremos S° a la que están 
unidas un asa y una cinta de Moebius (véase la fig. 6). Pero para 
la superficie de Klein tiene lugar el difeomorfismo representado 
en la fig. 7. 

De maner a que la pegadura а 52 de un asa y una cinta de Moebius 
es equivalente а la pegadura а S? de tres cintas de Moebius (véase 
la fig. 8). Por consiguiente, en prosencia de por lo menos una cinta 
de Moebius cada asa puede ser reemplazada difeomorfamento con dos 
cintas de Moebius. 

Como varaos a demostrarlo rigurosamente ahora, las variedades 
M?, en realidad, se escriben íntegramente con osas dos series infi- 
nitas: Mi y Mh. 

Consideremos una 4f? arbitraria (véase las restricciones al prin- 
cipio de la parte) con una triangulación suavo (véase el lema). Cor- 
temos M? a lo largo de todas las aristas de esta triangulación, ponien- 
do, de antemano, еп ambos lados de cada corte las mismas letras 
(diferentos para distintos cortos) y fijando la misma orientación en 
ambas orillas del corte (véase la fig. 9). 

De manera que homos transformado M? en un conjunto de ti 
gulos, cuyos lados ostán (designados con letras y está dada la direc- 
ción; cada letra so incluye en este conjunto exactamente dos veces, 
además, dos letras iguales partenecen a diferentes triángulos. Comen- 
cemos un proceso inverso de la pegadura de M?, exigiendo, sin embar- 
go, que cada vez después de pegar un nuevo triángulo a una región 
ya obtonida, esta última permanezca plana. Es evidente que, como 
resultado de este procedimiento (y de las propiedades indicadas de la 
numeración de los lados) obtendremos un polígono plano conexo, 
cuyos lados son connotados con letras y poseen orientaciones (cada 
letra se encuentra exactamente dos veces). А este polígono lo deno- 
minamos polígono fundamental (está definido por una triangulación 
dada no univocamente). Fijemos una orientación sobro un polígono W 
y confrontémosle una palabra, que apareco naturalmente al rondar 
la frontera de W (comenzando desde cualguior vértice): apuntando 
consecutivamente las letras que numeran los lados de W, al mismo 
tiempo, poniendo on la palabra la letra en el grado 4-1, si la orienta- 
ción del lado coincide con la inducida por la orientación de W, y en el 
grado —1, en el caso contrario. Véase el ejemplo en la fig. 10. 

Así, hemos confrontado a cada M? (no univocamente) una pa- 
labra W = ача": ... а; kes un número par de los lados de ИЗ 
cada letra a, se incluye en I exactamente dos veces. Estas «palabras? 
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y A 

A = 
Q 8 т 

SY a) 5) 


Fig. 5 а) La variedad М2 = $? + (u) (en la figura p = 4), obtenida con la 
pegadura de Ya esfera S? con p peliculas de Moebius; 
b) Mi 4 == RP?, plano proyectivo real; 
c) М; superficie (botella) do Klein, 


Fig. 7. La esfera S? соп el asa Fig. 8. 
«vuelta del revés». 
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codifican {M°}; а cada M? le corresponde un conjunto infinito de 
tales códigos. Ahora reconstruiremos estos códigos con operaciones 
elementales (generadores de los homeomorfismos de М"), para redu- 
cirlos a la forma canónica. Resulta que hay sólo tres formas canó- 
nicas (precisamente ellas dan clasificación a {M?}). 

IEMA з La palabra W puede ser reconstruida de tal modo, que 
todos los vértices de W (es decir, los vértices del polígono) se peguen en 
un solo punto. 

DEMOSTRACION. Supongamos, que existen por lo menos dos clases 
de equivalencia no vacías de los vértices: {Р} y {0). Es posible 


а 2 
— м => А/=пда o cde dT 
e e 


Mina A? 
Fig. 10, 
Pe la) N dafa 
„^а 
y EA a F5 
— as 4 
= М 
е ter tar 
Fig. 14. 


considerar que existe tal arista a € 20, que sus puntos finales perte- 
necen a distintas clases: (P) y {0}, Efectuamos la siguiente opera- 
ción elemental (véase la fig. 11). (Con segmentos en negrilla están 
designadas las aristas de ôW que no nos interesan ahora.) 

Es evidente, que esta operación de volver a pegar el polígono W 
corresponde а un homeomorfismo de M3. Por otra parte, esta recons- 
trucción disminuyó el número de vértices, representantes de la clase 
{Р}, en uno y aumentó el número de vértices, representantes de la: 
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clase {Q}, en uno: ({P}, {Q} —((P) — 1; {Q} + 1). De manera 
que extorminamos paulatinamente la clase {Р}, «pasando» los vér- 
ticos de esta clase a otras. El último paso será la operación del exter- 
minio del último vértice de la clase {P } (véase la fig. 12). (Notemos, 
que en el proceso del exterminio de la clase {P}, las clases {Q}, 
а los cuales se pasan los vértices de la clase {Р}, pueden transfor- 
marse.) El poligono (о la palabra) W que tiene sólo una clase de vér- 
tices, se llama, habitualmente, «reducido». 


00) 


LEMA 4 Sea que la palabra W tiene la forma W = —аа-% — 
Entonces existe un ho'neomorfismo que transforma la palabra W en una 
palabra equivalente W' = —1—. 

DEMOSTRACION. Véase la fig. 12. 

LEMA 5, W=—a—a—=W=—a0—. 

DAMOSTRACIÓN. Véase la fig. 13. Queda volver a designar a с 
por a. El lema queda demostrado. 

LEMA 6. W=—a—b—at —bi—=W'=—aba bt 

DEMOSTRACIÓN. Véase la fig. 14. El lema está demostrado. 

Lema т. Si W =— aSa —, donde el conjunto de letras a +a Ø, 
entonces existe un ЬЄ а tal, дие biga: 


DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario: sea para cualquier 
b €a, b- Є а. Poro entonces, en un conjunto do vértices de W apa- 
«econ, por lo menos, dos clases de vértices no equivalentes, ya que 
los vértices Ea, interactúan (pegan) sólo con los vértices Ex (убаво 
Ла fig. 15). Como a Ø у WN {2 Ua Ua} g (véase el lema 4), 
obtenemos una contradicción con la afirmación del lema 3, según 


$ 3. Homologías simpliciales. 43 


el cual consideramos W un polígono reducido. El loma queda de- 
mostrado, 

Lema з. W 

DEMOSTRACIO 
mente del lema 5. 

Así hemos demostrado el siguiente teorama. 

TEOREMA 3 (sobre la clasificación de las suporficies bidimensio- 
nales). Cualquiera variedad M? bidimensional suave compacta coneza 


ава ос м И! = — а*— 0—02 
Véase la fig. 16. El lema 8 se deduce definitiva- 


Fig. 15. 
6 а а b а 
Є, жк 
> 7 2 2 
Fig. 16. 


cerrada ев difeomorfa а una de las variedades determinadas соп las 
siguientes palabras (códigos) W: 
1) аг! 


къар... ар: 


3) = осї 
Cualquier Да арата, Didiasnslonál ¡coneja compacta con 
borde, se obtiene de un disco bidimensional D? según las siguientes 
operaciones: a) con exclusión de un número finito de puntos (es deci 
de un número finito de discos con radios suficientemente pequeños); 
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b) con pegadura de un número finito de asas; c) con pegadura de un 
número finito de cintas de Moebius. Con todo esto, las operaciones 
enumeradas no deben tocar la frontera del disco inicial D?. 

Describamos más detalladamente Ја estructura de las variedades 
M? en concordancia con esta clasificación. 


Fig. 18. 


Lo variedad del tipo 1) es difcomoría a la esfera 5° (véase la 
fig. 17). 

Та variedad del tipo 2) es difeomorfa a la esfera S* con g asas (las 
variedades orientables 413). Véase la fig. 18 

La variedad del tipo 3) es difeomorfa a la esfera S* con cintas de 
Moebius (las variedades по orientables M3). Véase la fig. 19. 

ossenvación 1. El cálculo de los grupos de homologías de las 
variedades del tipo 1), 2), 3) (por ejemplo, con coeficientes enteros) 
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езип ejercicio elemental. El cálculo muestra que todas las formas 
<anónicas enumeradas no son homeomorías ontre sí. 


Г}. Ф + EN seco 
Me Rot 


Fig. 19, 


OBSERVACION 2. También hay otros métodos cómodos para codi- 
ficar {1/2}. Cualquier „М? puede ser represontada de la siguiente 
forma: 


ta; 


Я a 
И = ааз... ама ахах, esti, 


donde в = —1 si, y sólo si, М? = M} ез una variedad orientable 
{entonces N = 2g os par); e = +1 (para cualquier N) si, y sólo si, 
М? = Mi, es no orientable. 
DEMOSTRACIÓN, Consideremos el caso M¿:W=a, ...ayajt... 
\заў!; N=2g. Con ayuda de transformaciones elementales 


de e а 
LAS, ADA – 
F 
Р 2, 2 
ЖР < 
3 Dx] ] e 
q =p 
Fig. 20. 


(véanse más arriba los lemas 3—8) llevamos W a la forma canónica 
М (véase el teorema precedente). Esta reducción la realizamos des- 
prendiendo cousecutivamente las asas estandarizadas del tipo 
aba-lb-1, Considoremos 


И = ааа... а 
еу” 


ab 


Luego véase la fig. 20. 
De manera que destacamos la primera asa en forma explícita: 
d=tode* pero cambiando, al mismo tiempo, los segmentos P у Q. 
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Siguiendo Ja operación de destacar las asas y recordando que N = 2g 
ов par, obtenemos una palabra W = айлаг'&'... 00707 сы 
œ Mi. Así presentamos todas las variedades orientables. Para el 
«caso orientado» el teorema queda demostrado. Para cl «caso no 
orientable» la demostración es completamente análoga (véase los 
lemas 3—8), y por eso la dejamos a cargo del lector. 


$ 4. Operación de pegadura de célula a un espacio topológico. 
Espacios celulares. Teoremas sobre reducción de los espacios 
celulares, Homologías y el grupo fundamental de superficies 
y algunas otras variedades. 


Sean: X, un espacio topológico; 2", un disco n-dimensional; 
$" = ôD", su frontera, una esfera (n — i)-dimensional. Considera- 
mos fijada la orientación del disco D"; esta orientación induce la 
orientación de la frontera 5"-2, Sea dada la aplicación de esta esfera 
en el espacio X 


f SX а» 


Construimos un nuevo espacio 2" U; X, identificando cada punto х 
sobre la esfera $""% con un punto f (т) en el espacio Ж. Se dice que e) 
espacio D” |, X se obtiene del espacio X mediante pegadura de uno 
célula n-dimensional (D”, f). 

La topología se introduce en el espacio D” Uy X de la siguiento 
manera, Al conjunto K =D" U; X lo llamaremos cerrado, si su 
intersección K f) X es cerrada y una preimagen completa K fD” 
es cerrada en el disco D”, 

EJEMPLO +. La esfera 8" se obtiene de un punto * mediante Ја 
pogadura de una célula n-dimensional: 8" = D" U;*, donde 
fi Si, es una aplicación en un punto. 

ENEmPLO 2. Un espacio real proyectivo RP" puede ser conside- 
rado como un disco D” que tiene pegados los puntos diametralmente 
opuestos en la frontera S”=1, Nótese que la esfera 8”-1 con los puntos 
identificados diametralmente opuestos, es RP"-1, Por consiguiente, 
RP” puede considerarse сото RP"-* con una célula n-dimensional 
pegada 

АР" = D" U RPM, (2) 


Aquí la aplicación ў, :5%1-- КР"! es un cubrimiento estándar. 
Lema 1. Si las aplicaciones f, g:"S""*>X son homotópicas, 
entonces los espacios D? Uy X y D? Ug X son equivalentes homotópi- 
camente. 
DEMOSTRACION. Que la aplicación F: 5"-1 x 1 => X de la homo- 
topía de las aplicaciones f y g, donde 7 es un segmento unidad. Pega- 
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mos al espacio X el producto Р" х 1 por Ja aplicación F de una parte 
de su frontera: 


X=(D"xDUrX. (з 
Entonces los espacios D"U¿X y D"U¿X se encuentran en Ñ: 


DY X=(D"xOJU PX) X, D'U¿X=((D"x1) оке, 
(4) 


Sea «р, una homotopía, que aprieta Р" X Z sobro Р" |) 5"-1 х Г 
por los rayos trazados del punto * (véase Ja fig. 21). La homotopíe 


$ 7 ў — ST bz 
2" 2" 


Fig. 21. 


$1 ез constante sobre D” U S”-1 x J, por eso determina ила equiva- 


lencia homotópica Ж ~ D" Uy X. Análogamente, Х ~ D" Up X. 
El lema queda demostrado. 

DEFINICIÓN 1, Al espacio Х se lo llamaremos celular, si el mismo: 
está obtenido de un conjunto finito de puntos mediante la iteración: 
do la operación de pegar las células de diferentes dimensiones, 

El conjunto inicial de puntos también puede considerarse como 
células 0-dimensionales. 

OBSERVACIÓN. Рага los espacios celulares con un número de célu- 
las infinito, exigiremos que tengan un número finito de células en 
cada dimensión. 

DEFINICIÓN 2. Un espacio celular X se denomina complejo celular, 
si cada célula está pegada a células de una dimensión menor. 

A la unión de todas las células de dimensión К < п la llamaremos- 
armazón celular n-dimensional del complejo X. Desiguamos el 
armazón celular n-dimensional del complejo X mediante Xp. Obte- 
nemos un sistema de Jos armazones sumergidos (encajados) 


сеет „л (5) 


ousenvación. Un complejo simplicial es un caso particular de 
un complejo celular. Un armazón n-dimensional de un complejo 
simplicial, es el conjunto de todos sus simplex hasta una dimensión л 
inclusive. 

TEOREMA 1. Cualquier espacio celular es equivalente homotópica- 
mente a un complejo celular. 
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pruostración. Basta mostrar que cada aplicación de una esfera 
S* en un complejo celular Y es homotópica a la aplicación de S* 
en su armazón k-dimensional Y,. Entonces, en vigor del lema 1, 
el resultado de cada pegadura de una célula será homotópicamente 
equivalente a un complejo celular. 

Así, sean: Y, un complejo celular; ў: S*—» У una aplicación. 
La imagen de la esfera S* al aplicar f se interseca sólo con un número 
finito de células. Si la imagen f (5?) so interseca con el interior de 
alguna célula D”, donde з > k, entonces esta parte de la imagen 
puede ser desplazada en la frontera. Efectivamente, la aplicación f 


Fig. 22, 


орге una preimagon entera del interior do la célula f-t (0") puede 
ser sustituida por una aplicación suave, homotópica a ella (véase 
[í], parte П, $ 12), y por ol teorema de Sard esta imagen no cubre 
por lo menos un punto interior Р еп 2", Al proyectar ОУ. Р del 
punto P en la frontera, desplazamos una parte de la imagen f (S*) 
en la frontera, o sea, en el armazón Y, .., (véase la fig. 22). 

Repitiendo este razonamiento para todas las células con una 
dimensión mayor que k, al fin y al cabo apretaremos la imagen 
f (S*) en el armazón Y, del complejo Y. Así el teorema está demos- 
trado íntegramente, 

DEFINICIÓN з. Una aplicación /: X —+ У de los complejos celu- 
lares se llama celular, si traslada un armazón k-dimensional Xn 
de un complejo X en un armazón k-dimensional Y, de un complejo Y 
{рага cualquier A). 

TEOREMA 2 Cualquier aplicación continua de los complejos celu- 
lares es homotópica a una aplicación celular, 

La demostración de esto teorema (teorema sobre la «aproximación 
celular») es totalmente análoga a la del teorema 1, por eso la dejamos 
al lector como ejercicio. 

Sean: X, un complejo celular; Хх, у Хь, Sus armazones 
(e — 1)-dimensional y (Æ — 2)-dimensional. Nótese que el espacio 
Xn-1/ Xna donde Хуу está identificado en un punto, es simplemente 
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un ramo de esferas (Æ — 1)-dimonsionales (una para cada célula 
D™). А la pegadura de una célula k-dimensional (D*, /) le corres- 
ponde la aplicación 


TS E A дүн (6) 


de la esfera S”-1 еп el ramo de las esferas (Е — 1)-dimensionales, 
Sean ot=(D*, f), о}! =(D. 1,). células de dimensiones k 
y (k—1). Definimos el “coeficiente de incidencia” o sea el número 
[o*:0)7*] para el par de células o y oí”*, como el grado de la 
aplicación (6) sobre el ¿-ósimo sumando del ramo Xp.,/X,-2 (la 
esfera ${7', corrospondiente а Ја célula 0%-*). 
Definimos ahora un complejo de cadenas celulares del complejo 
X designado por С(Х; С) = Y Ca (X; б). Una cadena celular do 
So 
la dimensión % es una combinación de células formal lineal: 
оп Y) gioi, donde o! son células de la dimensión X, g; son clemen- 


tos de un grupo С aboliano arbitrario escrito aditivamente. Definimos 
un operador de frontera por la fórmula 


до У loto, CX; O Cra (Хб) m 


(El operador д se prolonga linealmente en cualesquiera cadenas.) 

OBSERVACION 1. Si X es ua complejo simplicial, entonces el ope- 
rador д definido aquí coincide con un operador de frontera del 4 3 
(verifíquese). 

OBSERVACIÓN 2 Рага С = 2 (cadenas con coeficientes enteros) 

a 

tenemos una aplicación л, (Xp, Хъл) => Cp (X; Z) sobre todo 
el grupo de cadenas. 

LEMA 2 00 = 0. 

DEMOSTRACION. Se puede considerar que cada célula of: D*-> X, 


representa un elemento [0%] de un grupo relativo siy (Xy Xan) 
(véase [1], parte 11, $ 21). El operador de frontera д está engendrado 


Т el homomorfismo de frontera de la sucesión exacta del раг 
Crs Ana) 


0 XX) лу (Хул) (8 


y рог el homomorfismo j: ль (Хх) = ль (Хал. Xp) (véaso 
11}, parte 11, $ 21). Tenemos para o}, que es una cadena de С, (X; Z): 


90%) = а (0 [ої]) Є С, (X: 2). (9) 


4-ге 
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En vigor de la identidad д] = 0 obtenemos дд = 0 para las cadenas 
con coeficientes enteros. Las células оў dan una baso también para 
las cadenas con cualquier grupo de coeficientes G. El lema queda 
demostrado. 

Ahora сз posible determinar las homologías у cohomologías 
de un complejo de las cadenas celulares de una manera ordinaria. 
Obtendremos las homologías у cohomologías celulares. Para los 
complejos simpliciales estas homologías coinciden con las simplicia- 
es. 

Ejemplos de los complejos celulares. 

ejenpLo 1. Esfera S”. Ya hemos visto que Ја esfera S” se obtiene 
mediante la pegadura de wna célula n-dimensional о" a otra de 
dimensión nula 0%. Aquí tenemos: 00° дс" = 0. Lo último es 
evidente para todos los п > 1. Para п = 1 la frontera de una célula 
at es vna esfera de dimensión nula 5° (un par de puntos), además, 
estos dos puntos son de signo distinto. 

Da aquí obtenemos: 


HAS"; G)=C, прі, 
Hn(S",G)=G, (10) 
H, (5°; 60) =0, k#0, п. 


Si hay un ramo q de las esferas Shy n> 1, j = f, 2, n 4 
unidas en un punto, entonces Бау un vértice 0% y g células n-dimen- 
sionales 0%, . . ., ор, donde дої = 0. А tal ramo se reduce un domi- 
nio obtenido de un espacio euclídco K”'* mediante la exclusión 
de un conjunto de g puntos. Designemos a este ramo por Ко. Tenemos: 


Ho (Kọ; бу= б, 
H, (КЭ; 6)=G4+G+...-+G(g piezas) (11) 
Н.(К?; 6)=0, 150, п. 


ruempLo 2. La partición celular del toro. Aquí tenemos células 
, 0? (véase la fig. 23), además, 00° = до} = do) = do? = 


H, (T =G, Н, (Т) =6 +6, H,(1?)=G. (12) 


EJEMPLO з. La superficie (botella) de Klein tiene las siguien les 
células: 0%, с', оі, с? (véase la fig. 24), al mismo tiempo 00° = 
= до! == до} = 0, да? = 20) 

H, (K3; Z)= Z, Н, (КЗ; т) = 0. Н, (К°, Z) =Z +25 

H, (К Z,) = Zy. (13) 
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EJEMPLO 4. La superficie proyectiva RP? Aquí tenemos 
3 células: o°, ol, 0; ĝo? = 001 = 0, до? = 20! (véase la fig. 25), 
Н,(ЕР Z) =Z, Н, (Арэ 2) =Z, Н, (КР, Z)=0. (14) 


плвмр1о . Una superficie orientable del género g: tenemos un 
ág-ágono (véase la fig. 26 para g = 2). Las células: 0%, of, ... 
‚ о}, 0°. Son nulas las fronteras de todas las células. Tenemos 


d’ a g? 4° di #* 
o dt 0! СА g? o 
a” 2] в? o 7 $? 
Fig. 23. Toro. Fig. 24. Superficie de Klein. 
e af az 
o? 
o с? 
с^ 
Fig. 25. Plano proyectivo. Fig. 26. Rosquilla. 


las homologías (С = 2): Н = 2, H,=Z +... +Z (Ор sw 
mandos). 

EJEMPLO 6, Un espacio proyectivo RP”. Hemos visto más arriba 
que ВР" =D” |, RP", “donde fa: S'=>RP"-1 es un cubri- 
miento estándar. Obtenemos por una célula о” == (Г,, fy) en cada 
dimensión А: o°, ..., 0”. Mostremos que ĝo®+! = 0, dai = 
= 20%-1, La aplicación de la frontera 5" de una célula o™7! en 
un armazón m-dimensional de un espacio proyectivo, es un cubri- 
miento estándar $” —> RP", Por eso es necesario calcular el grado 
de la aplicación 


5% RP" RPM/RP™ = 8". (45у 


Esta aplicación se representa en la figura 27. Es una suma (en el 
sentido del grupo л,, (S”)) de dos aplicaciones 5" en 5", Рага m 
impar estas dos aplicaciones tienen grado 4-1, por eso dg"+1==29M. 
Si m es par, los signos de los grados son opuestos y до”+1 = 0. 
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Así obtenemos una forma de homologías del espacio proyectivo 
RP” para G=Z y G= Zy 


0, n=2k 
A EA 
А 0, k=21 
ЖОР | Za k=21+1, donde 0<k<n. 
b) HRP" Zò=Za К=б.1,..,н an 


кшкмрио т. El espacio complejo proyestivo СР“. Sean (20 + 
.. 3n) coordenadas homogéncas en СР", La ecuación 2 


ут 


Fig. 27. 


determina en СР^ una subvariedad coincidente con TP"! La dite- 
rencia ОР" N LP”-l es un espacio complejo n-dimensional С" (сол 
las coordenadas 21/29, . . .» 2n/2p). Por озо la diferencia CP”N СР", 
determina una célula 2n-dimensional a°", Continuando este proceso 
obtendremos la partición del espacio complejo proyectivo CP" 
en las cólulas de dimensión par 0°, 0°, ..., 0%” Es ovidente que 
aquí todas las fronteras son nulas. Por eso Ha (СР"; С) = б, 
О< 65 п, Huap (7Р"; бу = 0. 

Los complejos celulares convienen para calcular homotopías. 
Recordemos que a un espacio X Jo llamaremos n-conexo, зі es 
linealmento conexo y todos los grupos л, (X) = 0, cuando i< п. 

TEOREMA 3. Todo complejo celular n-conezo K es equivalente 
homotópicamente a un complejo celular K con vértice único 0% y sin 
las células de dimensiones 1, 2, ..., n. 

Antes de demostrar el teorema consideremos dos ejemplos. 

EJEMPLOS. Soa п = 0. La reducción del complejo linealmente 


conexo K al Ё con un vértice os así: si se tiene una arista 0] (una 
célula unidimensional), cuya frontera до} = оң U 07, se compone 
de dos vértices distintos, 0%; 5 0%, entonces ponemos la identifi- 
cación, reduciendo toda la arista о} a un punto бї, = df; que será 
un vértice. Las demás células no las cambiamos. Se obtiene un nuevo 
complejo K’ con un menor número de vértices, etc., hasta que llegue- 
mos a un complejo con un vértice. Los complejos K y K’ son homotó- 
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picamente equivalentes (la demostración se da más abajo). Como 
resultado, obtenemos el complejo Ж con un vértice 3%, 1-célula б} 
y 2cólula б]. El A-armozón X, es un ramo de circunferencias 
ol: Ё = 81 V ... V Sk. donde N es un número 41-célula О, 
i=1,..., М. Un grupo a, (К) es libre con generatrices (01) = 
= a, (véase [1], parte II, $ 19). Las células 03 se pegan mediante las 
aplicaciones de una frontora S} = 20$ —- Йу, que dan algunos ele- 
mentos Vy de un grupo libre л, (Ку) con las generatrices ay, ... 
» +.» Gy. Así, el grupo л, (К) es dado por las generatrices ац, ... 
+ + +» ау y las relaciones Уу = 1 para todas las о} 2-colulares on el 
complejo X (con un vértice). Pasando a un grupo H, (K; Z) obte- 
nemos los ciclos básicos la,l, ..., [ax] y las relaciones Уу = 0 
(en una escritura aditiva) en un grupo conmutado. Do este modo se 
verifica la definición del grupo de homologías Н, (К; 2) = 
= m (К)/\лу (К), л, (К)] dada en И), parte 11, $ 19. 

EJEMPLO 0. 51 n>0, entonces los grupos Н#„+,(Ё; 2) y 
+ (Ñ) son conmutativos. Ellos son dados por las mismos genera- 
trices ар, es decir, por las оў"! (n -+ 1)-células оп Ё(ф=1,... 
+.. N) y por las relaciones iguales de las fronteras de las 0"*2 
{n + 2)-cólulas. Obtenemos el: 

coroLarto (teorema de Hurewicz). Tiene lugar la igualdad 
Anı (К) = Hays (K, 2) para un complejo n-conero (п > 0). 

DEMOSTRACIÓN. Cada aplicación de uma esfera (n + 1)-dimen- 
sional en un complejo celular К, es homotópica a una aplicación 
en un armazón (п + 4)-dimensional (véase el teorema 2). Por eso, 
cualquiera aplicación de esto tipo se representa en forma de combi- 
nación lineal con los coeficientes enteros de las células 07"! еп 
K(i = 1, ..., N). Cada relación У) 2107" ~ 0 en el grupo л„+ (K) 


es una aplicación de un disco D*+? en un complejo К tal, quo su 
restricción en la frontera $"+1 es una combinación lineal У) Ало?" 


Semejante aplicación es homotópica a una aplicación que trasla- 
da 0"+2 a un armazón de dimensión п + 2; además la homotopía 
es constante en la frontera 5"+1 (la demostración es completamento 
análoga a la del teorema 1). Por eso, cada relación de la forma 
«Y мач es homotópica а cero» en el grupo n+; (К). es equiva- 
lente a la relación» У) 207"! es homológica a cero» en el grupo 
Hası (К; Z). El corolario queda demostrado. 

PROBLEMA 1. Demuestre la afirmación inver: 
plejo celular conexo, simplemente conexo. 


. Sea K un com- 
H, (K; 2) = 0, 
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cuando 0 < k< n, entonces ль (К) = 0 con los mismos К y 
л, (K) = H, (K; Z). 

DEMOSTRACION DEL ТЕОПЕМА 3. Fijamos un vórtice o? y lo uni- 
mos con los demás vértices oł mediante las vías (curvas) үз. Se 
puede considorar que todas estas vías se encuentran en un armazón 
unidimensional del complejo K. Peguemos al complejo K semicírcu- 
los por cada vía ү. Obtendremos un nuevo complejo celular К, 
quo contiene el complejo K y, además, las células о! y o} (véase la 
fig. 28). Los interiores de las células o} no se intersecam, por eso la 


y 


ү. iz © 


Fig. 28. Fig. 29. 


unión до ellas está contraída en К. Así, un espacio cocionte Ñ = 
= K= / Y olobtonido шәй contracción de todas las células ol 


en 0% es equivalente homotópicamente a К. Por otro lado, el com- 
plejo K se contrae on K (el semicírculo se contrae en el diámetro), 


por eso K ~ K ~ К. El complejo K tiene exactamente una célula 
O-dimensional (vértice). 

Luego, soa que ol complejo К tiene un vértice y ya no contieno 
células de dimonsión 4, 2, .. — 1, k< n. Entonces un arma- 
zón k-dimensional del complejo К es uu гато de esferas k-dimensio- 
nales 5". Cada esfora 5% os homotópica a cero en К on virtud de la 
п-сопохібп, por eso es posible pegarla рог un disco 2%! (se puede 
considerar quo el disco D*! зо encuentra on un armazón (k 4- 1)- 
dimensional del complejo К). Peguemos a la aplicación del disco 
D* un disco Ой (por la mitad de la frontera). De este modo obten- 


dremos un complejo K equivalente homotópicamente a К, que cou- 
tiene por una célula excesiva 0%! y 0% en cada cólula k-dimen- 


sional en K. El conjunto de las cólulas 0*+! өз contraíble en К, por 
eso Ё = É/ U òt! ~ Ё ~ К. El complejo Ё es equivalente 
{ 


homotópicamente a К y no tiene células de la dimensión 1,2,... 
a.. Ж — 1, k. ÈI teorema З queda demostrado. 
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El teorema de la clasificación de las superficies cerradas (véase 
el $ 3) permito indicar una representación estándar M3 en forma 
de un conjunto de células: М? == 0° U (U о) U о?, donde a es un 


punto; a él está pegado un ramo de circunferencias ү S} y después 
ү 


a este ramo, en concordancia соп una palabra W, se pega el disco 
D? (una célula bidimensional 0°) (véase la fig. 29). 
Un caso especial de М} cuando g = 1 se muestra en la fig. 30. 


ss” 
= + 
А 
с? 


Fig. 30. 


Do manera que las circunferencias (Sh) se pneden numorar соп 
los letras Aj. аз, ....а„(л=2@ para Mi y n=p para Mi) y un 
polígono fundamental W se puedo identificar con una cólula bidi- 


mensional 0%. Como un grupo 1 ( Y 51) os hbro con generatrices 
л 


в... Cas la pegadurn de una célula o? por Ја palabra W == 
=... ai? introduce una única relación en xx, (М). 

Así, un grupo fundamental л, (M2) admite Ja siguiente repre- 
sentación por lus generatrices y relaciones: 
1 para S% 

а, Dis oo. Ags bg 
W= афт", Б 
эе хен W 


(А3) = (18) 


узаары 1 para М}, 
айа}... ah=1 para М}. 


PROBLEMA 2. Demostrar el isomorfismo de los зідціспіоѕ grupos, 
correspondientes а diferentes representaciones de л, (A3): 
1. a) а, bis >>, ags de И аат... аады. 

b) а, 5. .... аби Ў=а,...аб,...БуагФ! ooo азу. 
ГРОНА кй odas g ы 


а. 


b) а, Bss e ans Dai И алат, abrar bn ke p/2, рев 
par. 


c) p es arbitrario; a, 
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ProBLEMA s. Demostrar que para diferentes superficies, los 
grupos л; (M?), e incluso (H, (M?) = лу/[лу, лу] son no isomorfos, 

PROBLEMA 2 Clasificar todas las superficies bidimensionales 
suaves conexas (no compactas). 

PROBLEMA 6. Demostrar que la igualdad a cero del índice de la 
intersección de cualesquiera dos cielos unidimensionales es la con- 
dición necesaria y suficiente para la realización de una variedad 
bidimensional orientable suave conexa M? (abierta o con frontera) 
en forma de un dominio plano. (La variedad bidimensional plana 
es orientable automáticamente). 

probLE«A e. Рага que la variedad bidimensional abierta W? 
sea homeomorfa a un dominio abierto en una variedad bidimensional 
compacta cerrada, es necesario y suficiente que un grupo ЛТ, (14°; 

(о m, (М) tenga un número finito de generatrices. Domuéstrelo. 

PROBLEMA 7. Demostrar que cualquiera variedad abierta conexa 
bidimensional M? tiene un grupo fundamental libre, y que tal varie- 


үч 
dad М? es equivalente homotópicamente а un ramo finito У, S} 


(k< оо), o bien a un ramo infinito de las circunferencias Ys 


ONSFRVACIÓN, Se puedo introducir una métrica de Riemann de 
curvatura constante sobre cada variedad compacta conexa suave 
cerrada bidimensional. Con esto, sobre la esfera $? y el plano proyec- 
tivo RP? se puede introducir una métrica de curvatura constante 
positiva (esta afirmación es evidente); sobre el toro y sobre 1а super- 
ficie do Klein se puede introducir una métrica de curvatura nula. 
La existencia do semejante métrica sobro el toro sigue de la repro- 
sentación: 7? = 3?/T, donde el grupo Г = Z(a) O Z(b) tione 
dos genoratrices a, b, que actúan sobre R* como traducciones. Está 
claro que el grupo Г está representado por las isometrías de un plano 
euclídeo R*. Una situación análoga tiene lugar también en el caso 
de la superficio de Klein, que admite la representación do la forma 
R/T, donde un grupo de movimientos Г está engendrado por las 
transformaciones 


Ti =y Tala = (244 у). 


unidas por la relación 7-17,7,7, = 1. 

Sobre todas las demás variedades bidimensionales (conexas com- 
pactas suavos cerradas) se puede introducir una métrica de Riemann 
de curvatura constante negativa. Para estas variedades Л/? existe 
una representación: M? = ТЫТ, donde Г, ез un plano de Lobachevs- 
ki (provisto, por consiguiente, de una métrica de curvatura cons- 
tante negativa), Г es un grupo isomorfo а л, (M?) y que actúa sobre 
L, por las isometrías (movimientos) (véase [1], parte II, $ 20). 
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Realizamos una acotación útil a propósito де las operaciones: 
antedichas de pegadura de asas y de la cinta de Moebius. Resulta 
que estas operaciones son casos particulares de una operación más 
general, llamada «suma conexa de dos variedades de igual dimen- 
sión». Describamos esa operación más detalladamente. 

Sean М" у Му dos variedades suaves cerradas de igual dimensión. 
Encajemos las variedades М" у M% en un espacio euclídeo RN, 
donde N es bastante grande, y coloquemos M? y M? en RN de tal 
manera que un par de puntos: z € М, e y € M, tengan una distancia 
e entro sí, donde e >O es bastante pequeño, además, sus planos 
tangentes 7 y T, son paralelos entre sí. Con esto se puede considerar 
que M, y M, no se intersecan en RN, por ejemplo, se encuentran: 
a diferentes lados de un hiperplano R=! с RY (fig. 31). 


Ш 


SN кг 


Fig. 33. 


En vigor del paralelismo de los planos Ту y T, estos dos planos 
n-dimensionales se pueden incluir en un subespacio euclideo (n + 4)- 
dimensional 7+1 ст RY, y se puede considerar que el segmento 
Ге, у), que uno los puntos z е y en Я"+1, es ortogonal a Ту (en el 
punto т) y a 7', (en el punto y). Ahora podemos examinar un Cilindro 
de radio suficientemente pequeño e > 0 con un eje lz, y), cuyas 
bases —esferas $"—1— so encuentran en Ту y 7, (los puntos z e y 
son los centros de las esferas). Vamos a construir una nueva variedad 
n-dimensional (desiguémosla рог M, ЗЬ Ma), al cortar М, y Ma 
discos de radio e con centro en т y con el centro en y, uniendo las 
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esferas n-dimensionales obtenidas mediante el cilindro arriba cons- 
truido (véase la fig. 32). 

Nótese, que la variedad obtenida М, 4F М, está determinada 
unívocamente (si M, y M, son conexas) еп el siguiente sentido: al 
cambiar los puntos 2, y por otros puntos z’ € Му, y" € My, 1а varie- 
dad à, 4+ М, es reemplazada por otra difeomorfa. Claro está, que 
la operación ++ es asociativa: (ME Л) 40 = M + (N 4 Q) 
«(difeomorfismo). Además, la operación 4} es conmutaliva. 

Consideremos ahora desde el punto de vista de la operación de 
tomar una suma conexa, las operaciones de pegar el asa y la cinta 
.de Moebius, introducidas antes. Es evidente que la operación de 
pegar un asa estándar aba—!6—! es equivalente a la toma de una suma 
conexa de la variedad inicial M? y del toro 7°, Luego, Ja operación 
de pegar la cinta de Moebins оз equivalente a la toma de una suma 
сопоха de la variedad inicial M? y un plano proyectivo RP? (véase 

33) 


idente que M? JE S? = М? (dileomorfismo); M3, 4 А, = 
әх Miei М, АЕ Mi, ғ М, М? + Mi й, 
а МАЧЕ Маз. 

Así, por ejemplo, la superficie de Klein es una suma conexa de 
dos planos proyectivos RP? (véase más arriba). 

De manera que un conjunto de clases de las variedades difco- 
morfas M? (las variedades se suponen compactas corradas conexas) 
se transforma en un semigrupo abeliano P con dos generatrices: 
a (el toro Т?) y b (ol plano proyectivo RP?) entro las cuales existe 
sólo la relación: а 4} b = b 4} be b. (Demuestre que по hay otras 
relaciones.) Como elemento nulo en el semigrupo Р actúa una esfera 
bidimensional. 

Utilizando particiones celulares de las superficies arriba obto- 
nidas, es 1 calcular las homologías de todas las superficies bidi- 
mensionalos cerradas y también el grupo fundamental: 

1 EsFURA 8, Sus homologías ya fueron calculadas: Ma (S°; Z) = 
= H, (5%, 2) = 2, H,=0. Luego, sabemos que л (S*) = 0 
y п, ($°) = ла (5%) = Z. 

2 SUPERFICIES ORIENTABLES МЕ En vigor de la orientabilidad 
tenomos: Н, (М; 2) = Н„(М Z)= Z. En este caso un grupo 
fundamental se da por 2g generatrices ay 
y por la rolación mba "b"i ... абат) 5 
«desaparece en el geupo conmutado H, (278; Z) nyin, лу] y obte- 
nemos H, (Mp Z)=2Z+... +Z (2g sumandos). 

з SUPERPICIES NO ORIENTABLES M è Еп virtud de no orientabili- 
dad (véase $ 3), Ho (М2; 2) =Z, H, (Mà; Z) = 0. En un grupo 
fundamental лу (М) se tienen p generatrices а,..., ау, unidas 
por la relación ada? . . . ай = 1. En las homologías H, (Ма; 7) = 
= лулу лу] las generatrices 24, .. ., а„ conmutan y están unidas 
mediante la relación 2 (a, +... + аш) = 0. Por eso H, (Mg; Z)= 


de Mimi ЧЕМ ы S 


Mo baein, 
1.“ Esta relación 
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= Z+ + Z +2, Aquí las generatrices en los grupos Z, 
son а +. <> Фа} la goneratriz en ol grupo 2, еза +. . + aw 

Consideremos ahora el llamado «espacio lonticular» Lp, que so 
obtiene de la esfera 59: | гу |? + | 2, [ = 1 mediante la factoriza- 
ción por la acción del grupo Zp: 


ao za 
Es ‚= (ы. 21е" )- 


usado р = 2, obtenemos un espacio tridimensional proyectivo 


Para construir la partición colular del espacio lenticular Lp 
partamos, primeramente, la esfera $ de la manera siguiente: sea 
q=0, ...» p—1. Las células оў son tales puntos (д, 22), que 
даре, р>0,®<ф< 20950, o}, son tales puntos (24, 2), 


que г,==ре!, p>0, «=; о}. son tales puntos (24, 0), que 


ы 2х4 
amoo, ЖЕ <е< “ЧЕП, о}. son puntos[ e Р, о). 


Está partición celular está representada esquemáticamento en la 
fig. 34, donde la esfera 5° se identifica con un espacio tridimensional, 
compactado por un punto infinitamente alejado (p = 3). 


Fig. 34. 


Con una orientación necosaria de estas células obtendromos: 
доў = 021—902, д0 00...40), дор = 00—090. (20) 


(Aquí (q + 1) se reduco por el módulo р). Después de la idontifi- 
cación por la acción del grupo Zp, las células 0%, 0%, 01, 09 con 
diferentes q so pegarán en una sola. Obtendremos la partición celular 
de la lente Lp, compuesta de cuatro células: 0%, о?, ot, а?, además, 


de las fórmulas (20) se deduce que 00° = 0, da? = pot, dal = 0. 
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De aquí se deduce: 
H, (Lp; Z) = Z = Ho (Lp; Z). _H, (Lp; Z) = 0, 


H, (Lp; Z) = Zp. (21) 
Рага los coeficientes Zp tendremos: 
H, (Lp: Zp) = Zm ¿=0,1,2,3,... (22) 


рковивмА & Hallar los grupos de cohomologías Н" (Lp; 2). 

La variedad general de lente de dimensión 2л — 1 se denomina 
factor de la esfera $%"—1 por la acción de un grupo Zm, donde la 
acción de la generatriz tieno la forma 


EN EA ) 
mo zm)" 


Gps уе "se (23) 


Con esto, todos los números qı» - . +» 4n-1 deben ser recíprocamente 
primos con m, para que un espacio cociente sea una variedad (veri- 
fíquese). Esta variedad se designa así: 


SPZ ГАА SE 24у 


Evidentemente, tenemos л, (1#”—') = Zm. 

РЛОВІЕМА 9, Construya sobre la esfera $?”—1 una partición celular 
para que el grupo Z actúa trasladando libremente las células (es 
decir, engendra la partición celular de la lento). Calcule Jas homolo- 
gías de las variedades lenticulares. 

PROBLEMA 10. Muestre, que para @ = 9 = ... = Qu == 
=4 un espacio lenticular es un espacio fibrado suave соп baso 
Cp"=" у con fibra, que es la circunferencia 51 


A 0) 2 СР, ON (25) 


PROBLEMA 11. Calcule el anillo de cohomologías de los espacios 
lonticulares (con los coeficientes en el grupo G = Zm). 

Es interesante la partición de una serie de espacios fibrados sua- 
vos. Consideremos aquí los casos más simples, cuando una fibra F 
es la esfera S”-2 partida en las células 0% |) оў! = S"L Un ejem- 
plo importante es una variedad de los elementos lineales: 

мтч L М", la fibra F=8". 
Si la base M” está partida en las células оў, entonces las células 
en un espacio fibrado M*"-1 se determinan de la condición 


P (0f) = 03x Ё= о] х (hU), (26) 


ya que el espacio fibrado sobre un disco es trivial (producto directo), 
véase [1], parte II, $ 24. Así, tenemos еп А/2"-2 Jas células 


оўхоў. oxor", (27) 


Bai € 
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donde оў es una célula arbitraria (do dimensión 4) en la base М", 
Pero es difícil calcular un operador de la frontera de estas células. 
Consideremos ua ejemplo: un espacio М? de los elementos lineales 
hacia una superficie cerrada M3 del género g > 0, con una partición 
celular estándar (véase más arriba): 


=U (0), ..., 71, -.-. 25) 00, (28) 

En ol espacio M* obtendremos las células de dimensión 0, 1, 2, 3 
xop, о) хор, 0? хоў. 

оох о}, о) хо}, о2хођ. 

Un vértice es una 0° X оў, todas las células vnidimensionales son 
ciclos. La variedad М? es orientable. Por eso la célula tridimensional 
o? X ор es un ciclo. Vorifíqueso que la célula o} X op en una fibra 
es también un ciclo on las homologías; pero en л, (M°) la frontera 


д (0; X оў) da un conmutador de las cuevas oj y оў. La célula 
а? X оў no es un ciclo. Tiene lugar la fórmula 


д (о? х оў) = [(30?) X оў] U [0° х (0p)2-241, (30) 


El símbolo (0p)*'-"% significa que en la frontera do la célula 
ot х оў se incluyo el ciclo unidimensional ор repotido 2 — 2g 
veces (con una orientación conveniente). Eligiendo una de las parti- 
ciones en la base M¿, tenemos para 00%: 


(29) 


=W (a, b), (31) 


А 
да = || (аах 
“ 


donde las curvas a; ostán reproseutadas рог las células 0}, y las 
curvas бү, por las células oh, еп la baso Mi. 

PROBLEMA 12. Demuestre la fórmula (30) para la frontera de la 
cólula o? X оў, utilizando un campo vectorial sobro M¿, que tiene 
exactamente un punto singular con el grado 2 — 2g (véase [1], 
parto II, $ 15). 


Para el grupo s, (4°) tenemos las generatrices ap ..., а 
b.. Б y (aquí ү es una fibra F = 51) y las relaciones 
lan атату" = 1. [bl = бурр 1, (32) 
a A 
PW (а, 0) = || (багып) = Ulla, ba- (33) 


Verificar que las homologías M,(M3) tienen la forma: 
H =Z, H, =24 ... +2 +Z Hy=2+.. +Z, H=. (34) 


28 pieras 2g ploras 
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$ 5. Homologías y cohomologías singulares. Invariación 
homotópica de ellas. Sucesión exacta del par. 
Homologías relativas. 


El método más general para la determinación homotópicamente 
invariante de las homologías y cohomologías, que vamos a utilizar 
aquí, no exige la estructura de varjedad. ni del complejo simplicial 
o del celular 

Sea X cualquier espacio topológico. 

DErINICION 1. Un simplex singular k-dimensional se denomina: 
par (о", /). donde f: о* —> X es una aplicación continua de un sír 
plox estándar A-dimensional с = ісь ... сд] en un espacio X. 
Cadena singular k-dimenstonal se denomina la operación formal 
finita lineal ca = У) р, (0%. $1), donde y, son elementos de un grupo 


т 
abeliano escrito aditivamente G. y (0%, Ji) son símplex regulares de 
dimensión k. 

А la frontera de un simplex singular se la llamo combinación 
formal lineal del tipo 


ol, N =E (05, Iom), 


оо... &g ... =] ов la g-nésima cara de un simplex 
estándar, f| x-1 es la restricción de Ја aplicación / sobre la cara 


Д 
oħ-1 (la cara de un símplex singular, es también un símplex 
singular), La frontera de una cadena singular tiene, por defini- 
ción, la forma: 


benm Ў д (ол, 13). 


Del Jema 3.1 se doduce que dde, = 0. Un ciclo singular es una 
cadena съ tal, quo dc, = 0. Una frontera singular es una cadena су 
tal, que ca = бск. La frontera singular es un ciclo. Los grupos do 
homologías singulares (simpliciales) А, (X; G) son clases de equi- 
valencia de los ciclos -dimensionales con exactitud hasta las fron- 
teras. 

Los grupos de cohomologías singulares А" (X; б) se determinan 
como en el $ 2: las cocadenas son formas lineales en Jas cadenas y un 
operador 5 está conjugado a д. La comodidad en la utilización de las 
homologías singulares consiste en que para cualquiera aplicación 
continua de los espacios Ф: X — Y los homomorfismos inducidos Ф. 
y Ф* de los grupos de homologías y cohomologías singulares 


Pe: H(X; 6) > Hr (Y; O), (1 
q*:H* (Y; G)—> H* (X; G) (1%) 
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se construyen de una manera evidente. Aquí Ja cadena singular 
ca = Y gi (оъ, fı) pasa a ser una cadena singular 4 (cs) = 
= Y @ (0%, q o 11). Las cohomologías se aplican en е] lado opuesto: 
Фе СНА (Y; 0) + Н^ (X; G), donde la cocadona с" рава а ser 


Ф* (e), adomás (ф* (с*), ca) = (с^, Ga (20) por definición. Las- 
aplicaciones q+ y 9* sobre las cadenas y cocadenas son conmutati- 
vas con un operador de frontera y por eso son definidas sobre las- 
clases de homologías y cobomologías. 

De la definición de las homologías singulares (cohomologías), 
se deduce con evidencia quo los espacios equivalentes topológica- 
mente (homeomorfos) tienen iguales homologías y cohomologías, 
Demostremos una afirmación más fuerte: la invariación homotópice» 
de las homologías singulares (рага las cohomologías todos los razo- 
namientos son los mismos). 

TEOREMA і. Sean Po: Х — Y, qu: X => Y, aplicaciones homotó- 
picas. Entonces, los homomorfismos inducidos de los grupos de homo- 
logias фон. Фук: Нь (X; б) -> Нь (Y; G) coinciden: фео» = qu» (para. 
las cohomologías «фу = q$). 

DEMOSTRACION. Sean: Г, un segmento [0, 1]; Ф, una homotopía, 
que une las aplicaciones Yo у фу: 


D(z, t): XXI >Y, Фро= Фф Фф OKIKI, TEX. 

(2) 

Para cualquier simplex singular (о, f) está determinada la aplica- 
ción de un cilindro o X / en un espacio У: 

ф(х 4) (0, ) = Ф (7 (0), 0: ох Хх У. (8) 


Partimos el cilindro о X Z en símplex: si о = læs . .. оъ], los 
vértices еп el cilindro о X Z tendrán una forma af (base inferior) 
y al (base superior). Los simplex del cilindro g X Z tienen la forma 


«=ош 5-9, 0—0, code @ 
(véase la iig, 35 para k = 1, 2). La aplicación Ф (f X 1) = Ў deter- 
mina una (% -+ 1)-cadena singular simplicial D (о, f): 
» 
Ю(в, = (1) 2,0-0" 7). (5) 
Obtenemos un homomorfismo de los grupos de las cadenas singulares: 
DC (X) Cros (1). (6> 


Lema 1. Tiene lugar la identidad: 
Doo (—1p- 100 D= Pie — Gus. m 
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DEMOSTRACION. —Designemos рог d [%p ... aa] a la suma de los 
simplex del tipo (4): 


A 
dia... a= (=D D (Dla... афо)... ад. (8) 
Además, 


A a 
д1%... а= У (0... о... а. (9) 
Entonces, 


dela... aal (10d (a... а]={аф... а}—[оф... ой]. 
(10) 


Esta igualdad es geométricamonte evidento: la frontera dal cilindro 
lao -.. Zal X 7 consta de un cilindro sobre la frontera del sím- 
plex д (90... al y do las basos inferior y superior tomando en 
cuenta el signo, De esta igualdad se deduce la afirmación del lema, 


| | e ; 
21 úl a 
©; 


Fig. 35. Partición de cilindros en simplex. 


Del loma rusulta (véase el $ 2), que los homomorfismos de los 
grupos de homologías Pas, œ == 0, 1 coinciden (para cualquier ciclo 
Za tenemos Фо,2һ — Pisza == 2025). El teorema queda demostrado. 

COROLARIO, Los espacios homotópicamente equivalentes tienen los 
grupos isomorfos de homologías (cohomologías) singulares (simpliciales). 

EJEMPLO 1. Cualquier espacio contractable (por sí mismo) X es 
equivalente homotópicamente а un punto. Determinemos las homo- 
logías singulares simpliciales de un punto (X = * 

Los k-simplex singulares del punto * = X: 


fdn (11) 


tenemos un símplex singular para cada dimensión К (ya que hay sólo 
una aplicación f). La frontera de un símplex (0%) tieno la forma: 


А 
a= (— 1) (0472). (12) 
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Por eso tenemos: 
O, si k es impar ok=0; 


А ao stos paro аз) 


Do aquí: Н, (*; G) = G, Н, (*; G) = 0 si k>0 (el ciclo о*—!, f) 
si А son pares, es la frontera de la cadena (0®, /)). 

EJEMPLO 2. Si el espacio X es linealmente conexo, entonces 
Ho (X; б) =G. En efecto, todas las cadenas O-dimensionales son 
cielos. La cadena del tipo У) gı (0%, fı), 7: (0°) =z, € X оз una fron- 


tera si, y sólo si, У) gı = 0. Dos símplex cualesquiera O-dimensió- 
nales (0%, f) y (0% g), f (0%) == лу, g (0% = ту, son homológicos: 
si q: 10, 4] — X es una curva quo une los puntos 2, у ту, entonces 


(0%, g) — (0°, f) = д (о, ф). (14) 


Por eso el ciclo У) gi (Goe f1) es homológico al ciclo (У) к) (0% 7) 
por consiguiente, A, (X; б) = С. 

Do modo análogo se demuestra que para el espacio X que consta 
do n componentes de conexión lineal, el grupo Ha (X; б) es una suma 
directa de п ejemplares del grupo б. 

Para algunos objetivos convienen más Jas homologías y coho- 
mologías singulares cúbicas. Demos su definición 

Un cubo n-dimensional estándar unidad /” es un conjunto de 
puntos (ху. ...› Zn) өп un озрасіо А", que salisfaco la rolación 

<< 1. Si n = 0, entonces ° es un punto. La cara del cubo 
MI (i=4, e.. n, e = 0, 1) es un cubo /"-1, donde z, = e, 
En total, el cubo tiene 2n caras АГ". 

Un n-cubo singular en el espacio X, es un par (/", f), donde 
f: I* -> X es una aplicación continua. 

Las caras del cubo singular (/”, f) tienen, por definición, la 
forma 


MU Р = 0, Л), 051, ... ny e=0, de (15) 


Ellas se denominan caras ¿-inforior (е = 0) e i-superior del cubo 
singular (7, /). Cuando ¿< j, tiene lugar nna identidad simplo: 
Ару). а, п=0, 1. (16) 

Sea С, (X: G) un grupo de cadenas singulares cúbicas de dimen- 


sión n con coeficientes en un grupo G, os decir, un grupo de combi- 
naciones formales finitas linealos de forma 


=D e (0 fiha е0. (17) 
501126 
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La frontera del cubo singular es de Lipo 


да", = У (VPO, PAR, 0 (18) 
El operador д se prolonga en todas las cadenas linealmente. 
De la identidad (16) se deduce, que дд (1”, f) = 0. Un n-cubo sin- 
gular (1", f) se denomina degenerado, si la aplicación f: J" — X 
se descompone en la superposición de la proyección sobre una cara 
I" — 1" y las aplicaciones g: /"-1 — X. 
Las combinaciones lineales de los cubos n-dimensionales singu- 


lares forman un subgrupo D „ (X; G) en un grupo de cadenas С, (X; б). 
Puesto que un oporador transforma un cubo degenerado de nuevo 
en un cubo degenerado, es posible, factorizando por los cubos dege- 
nerados singulares, determinar un grupo de cadenas cúbicas singu- 
lares «normalizadas» С, (X; G), suponiendo 


Ca (X; бу== Cn (X; GD, (X; бу, a9 


у el operador de frontera 0: С, (X; G) + С, (X; G) (que será 
designado también por la letra д). Como antes, дд = 0. Рог eso ез 
posible definir un grupo de homologías singulares cúbicas como un 
grupo de ciclos normalizados con exactitud hasta los ciclos homoló- 
gicos a cero (de forma análoga se definen las cohomologías). 

Mostromos, que los grupos de homologías construidos son también 
homotópicamente invariantes. 

Teorema 2 Las aplicaciones homotópicas a» Ф: X >Y de los 
espacios topológicos, inducen iguales homomorfismos Que, «ру»: Н, (X; 
G) > H, (Y; б) de los grupos de homologías singulares cúbicas e igua- 
les homomorjismos de los grupos de cohomologías cúbicas qy = pt. 

La demostración de este teorema es igual a la demostración del 
teorema análogo para un caso simplicial (más arriba). Es necesario 
construir un operador 2 de homotopía algebraica, que confronta 
a cada cubo n-dimensional singular on el espacio X un cubo (п + 1)- 
dimensional singular en el espacio Y. Si ®: 7 X X — Y es una homo- 
topía entre as aplicaciones фе, Pı. entonces el operador D se deter- 
mina así: 


р") = 7, © (t x f), 
ya que 
гига AXE MIx X. 
El operador D transforma los cubos degenerados una vez más en 
degenerados (verifíquese). Por eso está definido también sobre un 
grupo de cadenas normalizadas. 
a igualdad 
рд + ôD= фон 
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se demuestra integramente por analogía al lema 1. La demostración 
se concluyo lo mismo que en el caso de las homologías singulares 
simpliciales. 

EJEMPLO З. Calculemos homologías singulares cúbicas del punto 
X = + (y, de este modo, de la homología de cualquier espacio соп- 
tractable). 

En cada dimensión n tenemos exactamente рог un cubo (Z". jn), 
donde fn (Т") = +. Si п 2> 0 todos estos cubos son degenerados. 
Por eso los grupos de las cadenas normalizadas cúbicas tienen la 
fórma 


Co (X; бу = G = Ha (X; 6). С, (X; 6) =0 si n>0 


Quiere decir que las homologías cúbicas de un punto son las mismas 
que las homologías simpliciales arriba construidas. 


i se construye los homologías 17, (X; G), partion- 


do de los grupos completos de cadenas singulares cúbicas С, (X; G), 
entonces, las homologías de un punto en esta teoría serán no tri- 
viales. 


rrontema 1. a) Determinar un grupo 4, (+; Z); b) demostrar 
que #„(Х; 2) = Y Han (X, Н, (ж, Z)) рага cualquier espacio X., 


Delinamos ahora las homologíos relativas singulares. Las defi- 
niciones aquí son iguales que para Jas variantes simplicial y cúbica. 

Sean: X, un espacio topológico; Y, su subespacio. Entonces, los 
grupos de cadenas singulares Су (Y) se encuentran en Jos grupos 
Ch (X). Consideremos un grupo de cadenas relativas С, (X, Y) = 
= С, (Х)/С, (Y) (no escribimos explícitamente aquí los coolicientes 
de G, el grupo G es arbitrario). El operador de frontera д transforma 
С, (Y) en Су, (Y), por eso él determina cierto operador de frontera 


ODSENVACIÓN, 


Ch (X, Y) > Съ. (X, У) para los grupos cocientes. Este homomor- 
fismo lo designamos también con д. Tenemos un complejo de cadenas 
relativas y un complejo conjugado de cocadenas. 

Como antes, definimos los ciclos relativos Z, (X, Y), рага los 
cuales дса =0. Las fronteras relativas B, (X, Уус 2, (X, Y) 
tienen la forma ca = деу уз. Al grupo cociente И, (X. Уу: 
= Z, (X, УВ» (X. Y) se lo Пашага grupo de homologías relativas 
(de dimensión A). 

Un grupo de homologías H, (X) tiene una aplicación natural en 
un grupo de homologías relativas: cada ciclo de M, (X) se puedo 
considerar como relativo. Obtenemos los homomorfiemos 


ну(ху — MAL, Y), UA Y) — пех). (20) 


68 Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


i 
Adomás, la inmersión (el encajo) de los espacios Y > X designado 
por la letra і determina un «homomorfismo de inmersión» 


ну) — > ну(Х), Н*(Ху—> НМУ) en 


Construimos ahora un homomorfismo de frontera ô+, que aplica 
el grupo Н, (X, Y) en un grupo M,- (Y) (para las cohomologías un 
homomorfismo 8,, que aplica Н (Y) > H* (X, Y). Sea cn € 
ЄС, (X, Y), un ciclo relativo. Es posible considerarlo como una 
cadena ordinaria (о «absoluta»). es decir, como un elemento de 
С, (X), determinada con exactitud hasta una cadena arbitraria de 
Са (Y). La frontera суу == деу es un ciclo (Je — 1)-dimensional en Y. 
Entonces д, (сь) corresponde a una clase de homologías del ciclo 


ЕД 


E 
xX 
Fig. 30, 


€r=1 = де por definición (véase la fig. 36). La clase de homologías 
ösen no depende do la elección del represontante on la clase ca (veri- 
fíquoso). Obtenemos un homomorfismo definido correctamente 


In: Hp (X, Үу-> Ну. (У). (22) 


Combinando homomorfismos ię, ў у ôs, obtenemos una sucesión 
de homomorfismos 


ANO % н,(ху-5% п,(х, У) 22 Ну NS... 
... > Ho (Y) > Ha (X)— Ho (X, Y) >0 (23) 


Teorema з. La sucesión (23) es ezacta, es decir a) Ker i, = Іш dy, 
b) Ker } = Im ip, с) Ker ô, = Im j. 

Demostracion. а) Veriliguemos que el núcleo Ker ią coincide 
con la imagen Im д,. Soa cx- Є Суу (Y) ап ciclo tal, que is (ск) = 
= 0. Esto significa que en el espacio X se encontrará una cadena 
сь € Cr (Х) tal, que de, = са. La cadena су es un ciclo relativo 
y la clase do horaologías del ciclo cy, coincide con д„ (сь) por defi- 
nición. El punto a) queda demostrado. 
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b) Sea су un ciclo en el espacio X tal, que j (ca) = 0. Esto signi- 
fica que de, = 0 y se encontrarán una cadena c+, еп el espacio X 


y una cadena д, en el espacio Y tales, que 
ск дси = с. 


Entonces, дса == дс, == 0, рог eso Су es un ciclo өп el espacio Y 
homológico al ciclo ch. Hemos mostrado que la clase de homología 
del ciclo су tiene un representante en el espacio Y, о sea, сь € Im by. 

с) Sea сь un ciclo relativo en C, (X, Y), además, дс, =0 en 
un grupo Ну-у (Y). Esto significa, que el ciclo ôca es homológico 
a cero en el espacio Y: дс, = 0с; су es una cadena en Cp (Y). Enton- 
ces, la cadena су — © es un ciclo «absoluto» еп el espacio X y da un 
elemento equivalente al ciclo су en un grupo relativo H» (X, Y). 
De manera que ol ciclo cx ~ ca — © se encuentra en una imagen del 
homomorfismo j. Verifique la exactitud en el término Ho (X, Y). 
El teorema queda demostrado íntegramente. Para las cohomologías 
son análogas la secuencia de los razonamientos y la verificación 
de la exactitud. 

La sucesión (23) se denomina sucesión exacta (homológica) del 
par (X, Y). 

Observemos que si Y es un subcomplejo simplicial (celular) en 
un complejo simplicial (celular) X, entonces los homomorfismos de la 
sucesión bomológica (y cohomológica) del par рага las homologías 
simpliciales y celulares se determinan de una manera evidente. Le 
dejamos como ejercicio al lector la verificación de la exactitud de las 
sucesiones obtenidas, que es totalmente análoga a la demostración 
del teorema 3. 

conoLamo, De la sucesión exacta del par se deduce la igualdad 


Н, (Х. *) = Н,(Х), k>0, 
H(X. *) = 0, k=0, 
donde X es un espacio linealmente conexo. 
DEMOSTRACIÓN. Realmente, si />Ú tenemos: 
Н, (ж) Н, (X)— Н, (X, +) > Ha (ж) (X) 


Sik — 1 = 0, la inmersión Ha (*) > Ho (X) es un isomorfismo. como 
se mostraba antes. Por eso para todo Ж > 0 tenemos una sucesión 
exacta 


(24) 


о-н, (Х) 25 H,(X, e) >0. (25) 


Esto da de inmediato un isomorfismo de estos grupos, уа que Ker j = 
=00 Imj = H, (X, +). 
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Para k = 0 tenemos Ja sucesión exacta 


Ho ө 25 EOI ж) 0. (20) 
g ё 


donde i, vs иа isomorlismo. Por eso el corolario queda demostrado. 

Una propiodad extraordinariamente importante da las homolo- 
gías relativas es su «naturalidad» con las aplicaciones continuas de 
los pares 


(X. Xx (Y. Y. (27) 

donde X= X, Y'a Y y /(X')= Y”. tenemos las aplicaciones 
de HA) RI) EE) A (28) 
MARX) RH YY Os ЖЕШЧҮ, Y) H(X, X’), (29) 


fa MAX) SR HAY Р ШУТ) НА (ХИ). (30) 


“Todas las construcciones de los homomorfismos de la sucesión exacta 
eran «naturales»: conmutaban con las aplicaciones continuas. Por 
«во se tiene un homomorfismo de sucesiones exactas 

ZO) нух) Y H(X, XX) S Н (0) > 

, pr A ИЛ ТЛ (31) 

5% нуу MORO 25 н (У) 


Para las cohomologías tenemos analogamento: 


Dra as a) Dina, Ху 
tr te ye н ir (32) 
S my, Y) нчү) 24) Ema, Y) > 


Esta propiedad es muy útil. Por ejemplo, tiene lugar tal 
APIRMACION £ Que se tenga la aplicación de los pares 


f (®. X). Y) (33) 
donde el homomorfismo fẹ es un isomorfismo para 
HODY) y НХ) ЊУ) 89 


Entonces, los grupos relativos Ну (X, X') у Нь (Y, Y”) son isomorfos 
también y fẹ di su isomorfismo (1nulógicamente para las cohomologías). 

pemostRAcioN. Consideremos el diagrama (31). Si a € Ma (X, X’) 
y faa == 0, entonces, tenemos 


ladaa = ду = 


(35) 
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Por eso fẹ (д.а) = 0, dondeô, а Є H,- (X”). De la condición 
(sabemos, que fs: Hr-ı (Х”) > Аъ. (Y°) es un isomorfismo) obte- 
nemos fy (0,0) =0 => Oya = 0. Por eso а = j (В). Puesto que 
fe(u) =0, tenemos faj (B) == j (fa (8) = 0 y por eso fa (В) = 
= 1, (y). Consideremos ô = f} (y) € Н (X”). Entonces В = i, (б) 
ya = ji, (б) = 0. Por eso, æ = 0, зі fẹ (a) = 0. 

Demostremos que cualquier elemento y del grupo Н, (Y, Y”) 
tiene la forma y = /„ (6). Si д,ү == 0, entonces y = j (В). Considere- 
mos un elemento jf“; (B) = æ. Tenomos f, (a) = y. Si 3y% 0, 
entonces, introducimos el elemento /-:9, (ү) = 0,6. Entonces, la 
imagen /, (В) será tal, que д, (7, ($) — y) = 0. Do esta manera la 
afirmación queda demostrada. 

OBSERVACIÓN. La afirmación y su demostración siguen siendo 
correctas en la siguiente forma: si se exige un isomorfismo de apli- 
caciones en las homologías on cualquier par de los tres grupos Н„ (X), 
H, (Х'), Н, (X, X‘), entonces, la tercera aplicación en las homolo- 
gías también será un isomorfismo. Para las cohomologías todo esto 
es análogo, 

Más adelante se demostrará que las homologías singulares coin- 
ciden con las celulares y simpliciales para los complejos celulares 
y simpliciales, utilizando las propiedades formales de las homolo- 
gías, demostradas más arriba, y una importante propiedad que ahora 
vamos a demostrar. 

Tiene lugar el siguiente 

TEOREMA 4. Sean: K, un complejo celular; L, su subcomplejo. 
Entonces, es correcta la igualdad 


H, (K, E) = H, (KID),  k>0. (36) 


Con KIL designamos un espacio cociente, obtenido mediante contracción 
de todo L en un punto. Notemos, que KIL es equivalente homotôpica- 


Fig. 37. K UCL. 


mente а un complejo celular K UCL (véase la tig. 37), donde CL es 
un cono sobre L, obtenido de L X I mediante la contracción de la base 
superior en un punto. 

Damos la domostración para las homologías simpliciales (singu- 
lares). Introducimos un operador de subpartición baricéntrica. 
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Defínimos la subpartición de un símplex lap... ол] =0% 
A la subpartición de un símplex unidimensional se la llama ви parti- 
ción en dos con un vértice nuevo en el centro. Para subpartir un 
símplex bidimensional (осо) (triángulo). vamos а subpartir, 
primeramente, todas las caras unidimensionales. Después tomamos 
el vértice nuevo en el centro del triángulo y lo unimos con todos los 
vértices en las caras, los antiguos y los nuevos (véase la fig. 38). 


sá 


л Cå 4 r 
Fig. 38, 


Luogo obramos análogamente: tomemos un punto en el centro de un 
símplex k-dimensional; las caras ya eslán subpartidas. El conjunto 
de rayos que unen este vértice nuevo con un símplex gj! ер la 
frontera, da nuevos símplex 0% en una subpartición baricéntrica. 

Sea (0%, f) un símplex singular en el espacio X. Sean 0%, ... 
+ + s OR todos los símplex k-dimensionales de una subdivisión bari- 
cóntrica de un símplex o”. Designamos por В (o*, f) a una cadena de 
forma 


y 
Во", N= У, (о, 11%) (37) 


(so toma la suma por todos los símplex de la subpartición о"). El 
operador P se prolonga linealmente en todo el grupo de las cadenas 
singulares simpliciales С, (X): 


В:С,(Х) С, (Х), k=0, 4, ... (38) 


Tiene lugar 

Lema 2 El operador f conmuta con el homomorfismo de frontera 
ду es homotópico algobraicamente a un operador idéntico, 

DEMOSTRACIÓN. La igualdad др = Pú es evidente (caras «interio- 
res» de la subpartición del símplex se incluyen en la cadena öß dos 
veces con diferentes signos). Construiremos una homotopía algebrai- 
ca D tal, que ôD + Dô = В — 1. Doterminamos para esto una trian- 
gulación del producto directo oè x Z del símplex о® sobro un 
segmento Z tal, que с® х 0 es un símplex y oë X 1 es una subparti- 
ción baricéntrica o”. Para k = 0, 1, 2 la triangulación о® х / se 
indica en la fig. 39. En el caso general, la triangulación о* х I se 
construye así: sea construida la triangulación de un símplex 04 х Г; 
de esta manera, las caras laterales en o? Х 1 ya están trianguladas. 
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La base inferior de o* х Z la dejamos sin cambios; en la base supe- 
rior tomamos una subpartición baricéntrica. Alora ya está triangu- 
lada toda la frontera ð (о* х /). Uniendo el centro de la base supe- 
rior con todos los vértices de la triangulación de la frontera д (0% x 1) 
obtenemos la triangulación o° х Z. 

Sea (o*, /) un simplex singular en el espacio X. Está definida una 
aplicación «trivial»; 


Í:i*xI>X. Í(.0=1(). (39) 


Designamos por D (oà, /) la cadena (k + 1)-dimensional (0% x LÌ = 
= D (o, f), donde o” X Г está triangulado así, como so indica más 


A Es 


Fig. 39 Figo 40. 


arriba, El operador D, por construcción, da una homolopía buscada. 
El lema queda demostrado. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA En virtud de 1а invariación homo- 
tópica de homologías, tonemos la igualdad: 


Hy (К UCL, CL) = Н, (K UCL, *), 
puesto que el cono CL se contrae en un punto. Además, 
Hy (K UCL, *) = Н, (К UCL) = H, (KIL) 
cuando k > 0 (véase el corolario del teorema 3). Es suficiente con 
demostrar, que 
Hy (K UCL, CL) = Н, (K, L). (40) 
Sea с" cualquier ciclo k-dimensional relativo en H, (K U CL, CL). 
Construimos un ciclo homológico a c* que se encuentra en un grupo 
H, (K, L). 
Partimos el cono СГ еп dos mitades С.Г. у C¿L (véase la fig. 40). 


En virtud del lema 2 se puedo reemplazar el ciclo с“ por un ciclo 
BNe* homológico a él, con simplex pequeños. Aumentando А (ite- 
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zando la subpartición), obtenemos que el símplex que se interseca 
con СЁ. sa onsuentra íntegramente en el cono CL. Excluyamos todos 
los símplox, que so intersecan con C¿L. Con esto no cambiamos la 
clase de las homologías relativas (modulo CL) del ciclo BN ek, 
El ciclo obtenido c ya se oncuentra en el grupo Hy (К UC¿L, CyL) = 
= Н, (К, L) (ya que С.Г, se contracta en Z). Por lo tanto se ha cons- 
truido un ciclo с? en el grupo H, (К. L), homológico al ciclo сё. 

Si el ciclo e* рага el par (К, L) ез homológico a cero en el grupo 
Н, (K UCL, CL), ontoncos el razonamiento idéntico se utiliza 
para «quitar» una cadona limitanto do vértice superior del cono, sub- 
partiendo с^ y la cadena quo lo limita. 

El toorema queda demostrado. 


$ 6. Homologías singulares de complejos celulares, 
Coincidencia de ellas con las homologías celulares. 
Dualidad de Poincaré para las homologías simpliciales 


alculemos las homologías singulares de las esfuras 5°, n == 
A + Por doquier en esto pirralo vamos a tomar en calidad 
do grapo de coeficientes al grupo de los números enteros. 

TEOREMA 1. Para n >Ù tiene lugar la igualdad 


Z, i=0, i=5, 


H, (8"; 2)=( 0, 


(1) 

DEMOSTRACION. Sea n = 1. Calculemos homologías de una circun= 
forencia 51 do una sucesión exacta del par (21, 90%), donde 4D? = S° 
son dos puntos, con esto Н, (D*, 5% = 11, (S?) en virtud del teo- 
rema 5.4. Tenemos: 


H,(D) = Н, (0%, S°) > He (5*) > Ho (D') >U 2) 
Pero H, (D) =0, H, (D) = Z, П, (5°) =Z Ф Z, porque S° 


consta de dos componentes conexos. Por eso la sucesión (2) obtiene 
la forma 


0>H (S)—>Z OZ >Z>0, (3) 
de donde 11, (51) = Z. Si k> 1, tenemos 
Н, (D') — Нь (0, S°) + Нуу (5%), “4 


donde H, (D') = Ну (S°) = 0, eso es, Ha (01, 5%) = Н, (5%) = 0. 
Las homologías de la circunferencia están calculadas. 

Ya ha sido domostrado el teorema para las homologías de una 
esfera S "1, De la sucesión exacta del par (D”, 5") obtendremos 


ну (D) > Ну (D*, 5") > Hr- (807) > Hra (D') >... (5) 
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Si k > 1 obtenemos una sucesión exacta de forma 
0>Hr(S") > Hg (8%) >0, (6) 


de donde H, (8%) = HT, (S°). k>1. Si k = 1, obtenemos una 
sucesión 


H, (D") + H, (D". 8°) — He (S" 


) > Ho (D")—>0, 
o sea, 
0>H4 WD", 5") >Z > 2-0. 


En virtud de la exactitud de esta sucesión, el homomorfismo 2 — Z 
es un isomorfismo por eso H, (D", 571) = H, (S") = 0. De aquí 
so desprende la corrección de la afirmación del teoroma también 
para la osfera 5". El teorema queda domostrado. 

opservacios. Identifiquemos un símplex n-dimensional о" con 
un disco D”; entonces, la aplicación idéntica б" — п" determina un 
ciclo relativo singular en el grupo Hn (D", S'"!) = Hn (5"). Este 
ciclo es una generatriz en un grupo de homologías singulares Ha (S°). 

PROBLEMA 1. Sean а" = [а,... ®„} un simplice n-dimensional; 
P os una permutación de los vértices % . .. ал. P determina la 
aplicación о" —o0". Calcular un elemento correspondiente en el 
grupo ln (5"). 

conotamto 1, Las homologías singulares de un ramo de esferas n-di- 
mensionales ST, .. ., SẸ tienen la forma: 


HiV 590. 650, п, Halv 57) =2, Н, (У S= 


©... QZ. 


N veo 
prmesmación, Consideremos el par: (U D =K, U 0D] = L). 
' i 


Evidentemente tenemos Z; (K, 7) = H,(D". ар"). Si ¡>0, 
según ol teorema, tenemos Hy (0", 00") = Н, (5°). El corolario 
queda demostrado. 

sonoLario 2. La aplicación f: $" — S" del grado deg f delermina 
un homomorfismo fẹ: Hn (S°) = Hp (8°), que es multiplicación por 
el número dog /. 

Demostracion. Та aplicación f del grado № = deg f de la esfera 
5" еп sí misma, es posible construirla del modo soñalado on la fig. 41 
(cualquier otra aplicación de grado Æ es homotópica a ósta). Aquí 
todas las esferas del ramo se aplican en una sola, idónticamente en 
cada sumando, La aplicación de esfera en el ramo de k esferas trans- 
forma la generatriz del grupo H, (S°) = Z en la suma de todas las 
generatrices del ramo. La aplicación del ramo do esferas en una esfera 
translorma cada generatriz de homologías n-dimensionales del ramo 
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en una generatriz del grupo 17, (S”). Por eso la aplicación pasante 
Н, (8%) = > H, (S") multiplica la genoratriz del grupo 77, (S°) = 


=Z en k= degf. De aguí se deduce cl corolario requerido. 
sr 
ga ул 
< — O) 
si 
Fig, 41. 


COROLARTO3 Para un complejo celular K tenemos 
o, Jn, 
-=f Z®... Z, j=n, 


donde el número de sumandos es igual al número de células n-dimen- 
sionales, 

La demostración se deduce inmediatamente del corolario 1 y el 
teorema 1 

тголкмА 2. Las homologías singulares de un complejo celular coin- 
ciden con las homologías celulares. 

conovario. Las homologías celulares son homotópicamente invorian- 
tes. Las homologías simpliciales son un caso particular de las celulares 
y por eso coinciden también con las singulares, y son homolópicamente 
invariantes. 

Primero demostraremos el teorema para los complejos simplicia- 
los, que se deduce muy simplemente de hechos ya demostrados. Cada 
símplex puede ser considerado como un símplex singular (o, /). 
Esto da un encaje (inmersión) de un complejo de cadenas simpliciules 
en las singulares 


H; (K,K @) 


C К) Сее (К), (8) 
que, evidentemente, conmuta con un operador de frontera д. Por 
eso tenemos la aplicación de homologías 

Н? СК) Н (K). (9 


Si L es un subcomplejo simplicial en Æ, entonces tenemos la apli- 
cación de grupos relativos 


HOUR, L) Н (K, L) (10) 


y de toda la sucesión exacta del par (K, L). Sea que está demostrado, 
por inducción, el teorema para los complejos de dimensión <n — 1. 
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Para los complejos n-dimensionales К, tenemos la aplicación de 
sucesiones exactas 


нүз! (к^, K=) S HY% (Ke) HTA (O) — 


y y 1 


рК", KA) > HE (ROA) Н)" (К") — 


ибен ок, Re- do + 
y y 


PERO, K) 2 (RO) an 


Sabemos lo ¿siguiente: a) ‚рог inducción ¿mol (К) а 
а Нач (K=); 
0, EN, 
атр! (gen, кечу Нч (К", K=) -=| 5 
b) АУК", K”) = Н)" ( › ®+...+7,]=п 
(el número de los sumandos es igual al número de los símplex de 
dimensión п), como se muestra más arriba. Por consiguiente, teniendo 


la aplicación de sucesionos oxactas (11), concluimos, que la apli- 
cación 


нў (кт) = Ну" (к"у (12) 
es un isomorfismo para todas las j (véase la afirmación 5.1). 
El teorema queda domostrado para los complejos simpliciales. 
DEMOSTRACION. Sean: К, un complejo celular general; К", su 
armazón n-dimensional, fo sea, la reunión de todas las cólulas de 
dimensión no suparior а n. Entonces, X"/K"-1 es un ramo de esferas 
n-dimensionales, con una esfera en cada célula n-dimensional. De 
losteorema 5,4 у 1 obtensmos;s 
Н„(К", K)=C, (К), HE", КА) =0, iin (13) 
(ышовнё enteros), donda С, (К) өз un grapo da cadenas celu- 
ares. 
Queda determinado el homomorfismo ð = j-ðy 


С„(К) Н, (КЗ, КЗ) > Hpg (E, K) Cna (К) (14) 
como una superposición 
н, (E, К") = К?) Es Hn (K, RK") 


Lema 1. Eli operador д: C, (K) > Cn- (K), dado por la fórmula 
ә = Д9», coincide con un operador de frontera en un complejo de cadenas 
celulares. 
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DEMOSTRACION. Sea a” una célula n-dimensional en el complejo К. 
Ella es gencratriz en el grupo Hn (9%, do") с И, (К", K") = 
= С, (К). Con un homomorfismo de frontera I, (a”, ôo") > 
Hna (S=), la o” pasará a ser la generatriz del grupo Hn (5% 
Su imagen en el grupo H,- (Ке, Ке) = Co, (К) es de forma 


da Ў) jo” :0}7t] o}! (15) 


(suma por todas las células de dimensión м — 1), en virtud del coro- 
Jario 2 del teorema 1. Aquí lo” : a! J es un coeficiente de incidencia 
de células, calculable como grado de la aplicación до" — K'/K'=* 
en el ¿-ésimo sumando. (véase el $ 5). La fórmula (15) coincide con 
un operador de frontora en las cadenas celulares, determinado antes 
en el $ 4, El loma queda demostrada. 

Las homologías celulares poscon las siguientes propiedades: 

a) son iguales a cero en dimensiones mayores que la dimensión 
del complejo Но! (K") = 0, j >n. 

b) el grupo Йен (K") es isomorlo а un grupo de ciclos 261 < 
с С, (K"), ya que по hay fronteras. 

© el grupo Hg (К") depende sólo del яшан Кін, o soa, оз 
ol mismo grupo para КМ, Кін, “з, К”, 

Sea que está demostrada, por inducción, la coincidencia de homo- 
logías celulares y singulares para los complejos de dimensión <n — 1. 
Consideremos еї рас (К", K"=): 


25 нуч oy $ нуч (кә 2. 
нуч к“, кочу AR (16) 


Tenemos АЗ" (Кн, Кә) 0 si jon. Por eso, de (16) dedu- 
cimos que 


нї к“) 
De aquí ‘tenemos 


HYE) si jni, n (17) 


ta 0, }>п+1, 
н)" (к -{ H o) O, }<п—2. 
Quedan las dimensiones }=л, n— 1. 
De (16) tenemos: 
о нап ск") — HAE ск", K") 25 ну" sy 25. 
ll 1 1 
— н} (KC (КЧ) o) 2 
Н (7) — Ну (K", КА) 


(18) 


М 
ну" K") — 0. 
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De aquí, utilizando el lema 1 sobre la coincidencia de un homomor- 
fismo д en las cadenas celulares con el homomorfismo 
JO HES (K", Кт) A y ORO), 
llegamos a la conclusión de que: 

a) el grupo Ha ë (К") se halla en СК") como un núcleo 
de д о sea, coincide con Л! (K”). 


b) el grupo Н (К") coincide con 221/1 д y por eso coin- 
cido con НК! (K"). 

El teorema queda demostrado. 

La demostración del teorema para las cohomologías es total- 
monte análoga, 

OBSERVACION IMPORTANTE Рага la demostración dada aquí del 
teorema de coincidencia de las homologías celulares con las singu- 
lares simpliciales la construcción explícita de estas homologías по 
es esencial. Son importantes sólo las propiedades formales de estas 
teorías de homologías. La separación de ostas propiedados puras рег- 
mite dar una definición а: ica» a la teoría de homologías 
(Steenrod—Eulenberg). Esta definición es la siguiente. 

a) Se llamará teoría do homologías a una «función» (de otro, 
modo: «functor»), que confronta a cada complojo celular К (o a cada 
par (К. L), donde /, < K es un snbcomplejo) un surtido de grupos 
abelianos H, (K) (o Н; (K. L), i= 0, 1, 2,...‚ y a cada apli- 
cación continua (puede considerársela celular) de complejos 
LE=>K (o f: (К, L)—(K', 17), donde f (L) = L’) es un sur- 
tido de homomorfismos 


Le Hi (K) > H; (K'), i=0, 1,2, 
fe: Hı (K, L) > H, (К', L’), 
Se requiere que a la superposición de aplicaciones lo corresponda la 
superposición de homomorfismos 
Ulea = falsi (19) 
a la aplicación idéntica le debe corresponder el homomorfismo idén- 
tico: 1, = 1. 
b) La teoría de homologías introducida debe tenor las siguientes 
propiedades («axiomas de la teoría de homologías»): 


1. Invariación homotópica. Si las aplicaciones f y g son homotó- 
picas, entonces los homomorfismos fẹ y gẹ coinciden: 


Í=2=> le = Eu. 
2. Están determinados los operadores de frontera 
ð: Hm (К, L) -> Ны (L) m = 4, 2, 
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donde L єз un subcomplejo en el complejo K, que conmuta con las 
aplicaciones continuas de pares de complejos, o sea, 


dfs = fð; TARDAR), OEE. 
3. Exactitud. Designemos por і, j los encajes evidentes 
LEKC(K, 1). 
Se requiere que sea exacta la sucesión de los grupos y homomorfismos 
AE A o & 
„Жай, E: MN a 


4. Corte. Hi (К, L) = Hm (K/L, *), dondo L es un subcom- 
plejo on K; K/L es un complejo cociente, donde L está contraído еп 
un punto *. 

5. Normación. IT (*) = 0 si m>0 (aquí * es un punto). 

PROBLEMA 2. Domostrar que la teoría de homologías está deter- 
minada por las propiedades enumeradas univocamente, si Ho (*) = 
= б os un grupo dado. 

Para las homologías celulares y singulares todas estas propiedades 
se cumplen (véanse los $$ 4, 5); precisamento por oso coinciden ontro 
sí. En ol $ 5 también se examinó un ejemplo de homologías singu- 
laros cúbicas (no reducidas), donde no se cumple el axioma de nor- 
mación (las homologías del punto son no triviales en las dimensio- 
nos positivas). 

Si so excluye de la teoría de homologias la condición de norma- 
ción, entoaces obtoudramos la definición «le la teoría extraordinaria 
de las homologías. Las homologías sinzularos cúbicas es un ejemplo 
«trivial» de la teoría oxtraordinacia do las homologías (véase el pro- 
blema en el $ 5). Otro ejemplo más complicado (y más importante) 
de la teoría extraordinaria de las homologías (la teoría de los bordis- 
mos) se encontrará en ol capítulo 3. 

Por analogía con la definición de la teoría de homologías se da 
una definición axiomática de la teoría de cohomologías una formu- 
lación exacta de los axiomas y la demostración del teorema de uni- 
cidad de la teoría da cohomologías se las dejamos al lector en calidad 
do ejercicios). En ests camino es posible obtener la demostración 
de la coincidencia de las cohoraologías, definidas en el $ 1 mediante 
formas “diferenciales, con otros tipos de cohomologías. Sólo hay que 
transformar cualquier complejo en una variedad, tomando un peque- 
йо entorno de su encaje en un ospacio euclideo. No damos aquí tales 
consideraciones, ya que оп el $ 14 será indicado otro camino más cons- 
tructivo de la demostración de coincidencia de cohomologías, defi- 
nidas por las formas, con otros tipos de cohomologías. 
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Indiquemos otra aplicación del operador de la subpartición bari- 
céntrica del complejo simplicial en el caso de variedades («dualidad 
de Poincaré»), véase también el $ 18. Sea triangulada una aplicación 
suave, es decir, transformada en un complejo simplicial compuesto 
por simplex suaves. Supongamos que la subpartición es bastante 
pequeña (si es necesario, efectuamos repetidas subparticiones bari- 
céntricas). Sea од un símplex en М". Definimos los poliedros duales 
D (оў) ="0%*, que son células de dimensión п — k. 
plex n-dimensional 03 le es dual un vértico Do% de 
una subpartición baricóntrica, que se encuentra en el centro de un 
símplex ол; 
b) a un símplex O-dimensional 03 le es dual una célula n-dimen- 
sional (poliedro) Do3, que es la suma de todos los símplex de una 


ERY 


S} 


Fig. 42, Triangulación inicial de M* indicada con líneas continuas; la partición 
dual, con líneas de trazos discontinuos. 


subpartición baricóntrica con un vértice og (véase la fig. 42 para 
п = 2); 

с) a una arista о} еп №", le corresponde una célula (n — 4)-di- 
mensional 208, que es la suma de todos los símplex de la dimensión 
п — 1 de una subpartición baricéntrica, que tienen el centro de la 
arista с} como su vértice y que son adyacentes transversalmente 
a esta arista; 

d) a una сага о”! еп М", le corresponde una célula 1-dimensio- 
nal Dg";!, que se compone de todos los símplices 1-dimensionales 
(en el caso dado, de dos) de una subpartición baricéntrica, que tienen 
el contro о”; como su vértice y que son adyacentes transversalmente 
a o"z! (véase la fig. 42). 

e) Es ovidento la generalización sucesiva: a un símplex 0% en 
М" le es dual una célula Da? de dimensión п — k, que es la suma 
de todos los símplex que tienen el centro o} como su vértice y son 


601126 
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adyacentes transversalmente a este centro. Las células Do? parten 
a M” en un complejo (do poliedros). 

Propiedades del operador D. 

1) La intersección 0% Do! es un punto (el centro 0%). 

2) Si no se toman en cuenta Jos signos es justa la igualdad 


(00%) П Dot”! = ок (20017!) (mod 2). (20) 


Las propiedades 1) y 2) son evidentes directamente para las di- 
mensiones л = 1, 2, 3. Es fácil comprender, que son justas рага 
todas las n 2> З. 

La propiedad 1) nos permite definir ol producto bilineal escalar 
dob. dondo аЄСу(М") es una cadena, bECH"*(M”) es una coca- 
dena sobre wn complejo dual de las células Dog. а= У Ацо. b= 


=} ро}. (En la última igualdad se sobreentiende que a Ja 


célula Do se le confronta una cocadena designada por el mismo 

símbolo, que tiene el valor 1 en esta célula y 0 en las demás. 

Tales eocadenas Dof forman una base en el grupo C 
Sean À y p residuos módulo 2. Supongamos 


a$ o Раў = ё, (mod 2). (21) 
аәЬ= Ў Убу. (22) 


Do la propiedad 2) se deduce, por definición, 
(ða) o b = а o (др), (23) 


es decir, los operadores de frontera son conjugados. De (23) se do- 
duce: 


H; (M"; 7) 2н (Ме Т), 24) 


ya que ambos complejos son Jas particiones celulares de la misma 
variedad M” y ticnen iguales homologías еп cada dimensión. Esto 
es corolario del teorema sobre la invariación homotópica de las homo- 
logías celulares. Al isomorfismo (24) se lo Hama «dualidad de Poin- 
caré». Para las variedades orientables las igualdades (23) y (24) se 
cumplen sobre Z. Más abajo (véase el $ 18) la dualidad de Poincaré 
se deducirá de una manera algo distinta 

Utilizamos varias veces, antes de definir exactamente los grupos 
de homologías, los términos «ciclo k-dimensional» y «película 
(k + 1)-dimensionab en la variedad M”, comprendiendo lo siguente: 
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«ciclo» se da como (M*, f), donde M* es una variedad orientada 
corrada y su aplicación f: МА => М". 

«película» (И, f) se da como una variedad orientada compacta 
И"! con borde y la aplicación ў: И? 3/7", La «película» tiene 
la frontera 


IA 3) (IW, Fonny (25) 


«El grupo de ciclos» son las sumas formales de «ciclos» 
Ум, л). (26) 


Factorizando por los ciclos equivalentes a cero, o sen, por las fronte- 
ras (25), obtendremos grupos a manera de homologíns, llamados 
«bordismos» y designados por Q, (М"), Es posible definir los hordis- 
mos para cualquier complejo Q, (X), naturalmente se introducen los 
«bordismos. relativos» Ф, (X, Y). Para los bordismos es justo el 
teorema sobre la invariación homotópica, tiene lugar la sucesión 
exacta del par (X, Y) y hasta la propiedad Q, (X, Y) = Q, (X/Y). 
Pero para los espacios contractables (por ejemplo, el punto ж) los 
bordismos resultan no triviales en las dimensiones positivas, La causa 
es muy simple: no cada variedad cerrada ЛІ". ni mucho menos. өч 
frontera do una variedad con borde (k + 1)-dimensional. Por cjem- 
plo, зі la variedad M' es un borde de la cinta 13, entonces la clase 
ру (МЇ!) = 0. En particular, CP? no es un borde (véanse los dotalles 
en ol $ 27). 

De forma análoga se definen los «bordismus por el módulo 2» 
о «bordismos no orientables», donde los ciclos (1/7, f) son las apli- 


cacionos Л/* — X de todas las variedades cerradas (по sólo orion- 
tadas), y las películas se toman también no orientadas. Ellos se de- 
signan por №, (X) 

тповивма з Demostrar que RP? no es borde de ninguna varic- 
dad tridimensional. Demostrar que lodos sus prodnctos directos en 
зі mismos АР x X ЗР? tampoco son bordes 

»конгема s. Demostrar, que si la variedad A" es un horde, o sea, 
M* = W^, entonces la característica de Euler у (1%) ех par. 

Se tienen los homomorfismos naturales 

DAX) => Л, (X; 2) > Н, (X; В), № 

Se dice, que la clase do homologías de Ја imagen de estos homo- 
morfismos son «ciclos realizables como una imagen continua de la 
variedad», es decir, lo mismo que hemos comprendido antes como 
ciclo, Pero el estudio de los mismos bordismos y de los prohlemas 
donde se utilizan, es más difícil (véase el $ 27) 


(0) Н, (X: 24). (27) 
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$ 7. Homologias del producto directo. Multiplicación 
en las cohomologías. Cohomologias de los H-espacios 
y de los grupos de Lie. Cohomologías del grupo unitario. 


Sean К, y K, complejos celulares. El producto directo de los 
mismos K, Х K, es también un complejo celular, sus células son 
productos de las células de los complejos К, y Ka. Por eso, ol grupo 
de las cadenas con cooficienles enteros celulares С, (Кү X Ka 2) 
es del tipo 


Ca (KiKa Z) = Y Ca (Ka Z) 8 Ci (Ka; 2). 


La frontera del producto de dos células о* х о? se obtiene por la fór- 
mula 


Da! x оў) =(00') x a? U (—4)'0* х (30°) 


(el signo (—1)f tiene en cuenta la orientación). De aquí obtenemos: 

AFIMMACION 1. El complejo de las cadenas con coeficientes enteros 
del producto directo K, X K, de los complejos celulares, es el producto 
tensorial de los complejos С (К, 2) y C (Ks; 2): 


C(K,xKz, Z)=C(Ky; Z) QC (Kz; Z) 


(véase el $ 2). 

Evidontemento, este hecho es correcto también en el caso cuando 
en vez de los números enteros, еп calidad de coeficientes, se loma un 
anillo conmutativo arbitrario con unidad, en particular, un campo. 
Aplicando el teorema 2.2, obtenemos: 

COPOLARIO. Para las homologías con coeficientes en un campo k es 
justa la igualdad 

Hon (KE) У KG OH (Ka В). 
"йш 

En general, para cualquier anillo G está definido el homomorfismo 

(no isomorfismo), dado por la multiplicación tensorial de los ciclos 


na „Hr (Ki б) O Hi (Ka 6) Н„ (Кү x Н; б). (1) 


Aquí los cielos с, = У аю“, се = D bioi se transforman en el ciclo 
q 7 
с.с. = Ў) a,b, (0 У 03). Tenemos: 
3 
д(с, Q с) = дс, Q съ 4-(— 1), ® де 
Рог eso la cadena с, ® с, es un ciclo. Al cambiar c, рог сү + de, 


sustituimos el ciclo e, ® с, por el homológico (с, + де) ® с, = 
== су Oc, +0(c 9 cp. La aplicación construida (1) es correcta. 
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Si G = k es un campo, entonces, la multiplicación tensorial da un 
isomorfismo. 

De forma aváloga se define la multipl 
homologías con los coeficientes en el a 


(E 6) QH (Ka 0) >E" (K, х К: б) 
‚ы 


(isomorfismo, si G == k es un campo). 
La aplicación diagonal A: С K х К, donde z se transforma 
en (х, z), induce el homomorfismo de colhomologías: 


ción tensorial en las co- 
lo: 


H*(K К; 6) H* (K; б). 


тводвмА 1 _ беа G un anillo asociativo conmutativo con unidad. 
Entonces, la oplicación pasante 


5* (49 Б) ањ: НАК; бу 9 H' (K: 6) 
Hi (Kx K; ву 25 Не (K; бу 


da en la suma directa de los grupos de cohomologías H* (К; бу = 
Н (K; G) una estructura del anillo asociativo anticonmutativo 


de 
con unidad, 1 € Н (K; бу, ba —1)аь. 

DEMOSTRACIÓN. La asociatividad y la anticonmutatividad se 
deducen de las siguientes propiedades evidentes del producto ten- 
sorial: 

a) Asociatividad. Si с, ЄЛ" (Кү; G), с. € H'(Ky; G). сз € 
E H"(K y; G), entonces 105 elementos (с, ® сз) ® су, с ® (с. ® су 
en el grupo Н“"" (К, O K, 9 Ks G) coinciden, 

b) Anticonmutatividad. Si с € H* (К), с EH (K) yf: K х К 
= K X К es una aplicación f (z, v) = g х), que permuta los 
factores, entonces, /* (с @ с') == (—1)Me” ® с. Hay que aprovechar 
el hecho que al permutar las células ot X o! — 0 X ай, la orienta- 
ción del producto cambia por el factor (—1)%. 

Como la unidad en el anillo H* (К; G) será un elemento 1 € G = 
= Н" (*; G). Realmente, la proyección de la diagonal А en un factor 


RÊ КУК ŽK, p(ey)=" 


es una aplicación idéntica. Por eso A* (a O 1) = a. E) teorema queda 
demostrado. 

OBSERVACION 1 Para Jas formas diferencia 
dades M, y М» todo es análogo: si están 


= Ўр o AA Ad, ө= Ўв. A Ad, 


les sobre las varic- 


ados dos formas о == 
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entonces su producto tensorial © @ w está definido como una forma 
sobre М, Mz, 


w) 


=й OAP 
=E hed А... A а) A (B Bae A Ad, 


о=ә 9 


donde р: А X М, Му, р: M, X M,> M, son proyecciones. 
Cualquior forma suave sobre 3/, X A, puede ser desarrollada en una 
serie convergente de los productos de formas sobre los factores Ma 
y Ma. El producto tensorial de dos formas cerradas está cerrado en 
M, X Му; ol producto tensorial de una forma cerrada en Ја exacta 
es una forma oxacta. La definición de la multiplicación exterior de 
las formas se puede comprender así: зі M, = Ma. entonces, tenemos 
una diagonal А = {(т, г)} = Мус M, X Mi y una acolación 


en la diagonal А* (© 9 ш) = о A w (en М), © Л 9 = (1) Л 


onsmivación 2. Para los complejos finitos simpliciales К la 
multiplicación de las cocadenas simpliciales se puede definir así: 
ordenemos todos los vértices del complejo К: Ly, бу, Qg, - + 01 QN. 
Cualquier simplox o* = К se escribe, por eso, en forma de un juego 
ordenado do los vértices 


о%=(«„...=®„), donde Јој... ја 


Sean: æ. una cozadona de dimensión k; В, una cocadena de dimen- 
sión 1 (o sea, las funciones numéricas de los simplex de dimensiones 
k y 1, correspondientemente). Se define la cocadena de dimensión 
k + ld» la manera siguiente: 

(aup. 0**)=(a, 0%) (В. о), (2) 
donde сө! = (ао, >>> Up, de 
ой (0,03, 0. Ф). OLE (00,0, >>> ©). 


La unidad de esta multiplicación de cocadenas а U В es una coca- 
dena, que tiene el valor 1 € G en cada vértice (G es un anillo con- 
mutativo con unidad). Evidentemente. esto es un cociclo. La multi- 
plicación de las cocadenas no оз anticonmutativa. 

propuesta t Verifíqueso la igualdad (fórmula de Leibniz): 


$(a 0 В) = (ба) U B+ (— 1) ® a y (5р). 


vrontiora Demuestren, que la siguiente diferencia de dos pro- 
ductos es cohomológica а cero, si ® y В son cociclos: 


AY B u a óy, dega, l¿=degf, бж=б[р=0. 


auf 
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Por eso obtenemos un anillo anticonmutativo de colomologías (con 
unidad 1 Є H° (К; G) = G) H*(K; бу = У H° (K; 6). 


=) 
рловиямА з. Demostrar, que esta multiplicación оп las coho- 
mologías coincide con la introducida más arriba, 

La multiplicación de las cadenas con coeficientes enteros permite 
definir una operación importante, de tallado (o corte). Si 2, +, es 
una cadona de Cat (K; 7), а y В son cocadenas correspondientes 
de C* (K; Z) y С! (K; Т), ontonces hacemos por definición, 


(Up, ze) = (ай A зы, B). (3) 


La fórmula (3) para todos los B! con los а^ y злу dados, define una 
cocadena de dimensión l: 


a =0 су Za ECI (K; Z). 
prontæwaa. Demostrar, que la operación de tallado гу del 
ciclo зь ът por un cociclo @* es correctamente definida sobre los gru- 
pos do homologías 
HK; тусу Hyn (K; Z) c H (K; Z). 
rronzema s. Demostrar, que con las aplicaciones continuas de los 
; 
complejos K= L tenemos (en homologías) 
1 (* (0) гу 2) = fa (2). 


vuotena в. Demostrar, que el operador D (véase el $ 6) se da 
por tallado a >a N 121"). donde [4°] = z es la suma de todos los 
simplex _n-dimensionalos. 

En el caso cuando un grupo de cooficientes G os un campo, los 
espacios H* y H, son conjugados y la oporación de tallado so repre- 
senta como una multiplicación en las homologías. Pero para las 
homologías con coeficientes enteros ésta es útil. 

raro,  Caleulemos un anillo de cohomologías de un espacio 
complejo proyectivo LP” con coeficientes reales. Las homologías 
СР" ya las conocemos (véase el $ 1), por eso tenemos: 


Нз = Ны =0, 

на (Ср", В = Ha (СР", R)=R, k&n (4) 
En el $ 4 fue indicada una 2-forma су, que engendra un anillo de 
polinomios de una generatriz c, € Н? (CP”, R) соп una relación 
сі = 0. En virtud Чо (4) este subanillo coincido con todo el anillo 
H*(CP", R). Así obtenemos: para СР" el anillo H* (CP, R) 
son “polinomios truncados» de una generatriz e, de dimensión 2 


EGP", R) Rie 0, — dege=2. (5) 
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Sea f: K —> L una aplicación continua. La misma puede ser con- 
siderada como celular, en virtud del teorema 4.2. Ella engendra la 
aplicación de los productos directos 

F=ixpKxKE=>LxL, 


suponiendo Р (2, у) = (f (z), 7 (4). La aplicación F conserva la 
diagonal F (А) — А y transforma un producto tensorial de las clases 
de homologías (cohomologías) en un producto tensorial de sus imá- 
genes. De aquí se deduce una conclusion importante: como la multi- 
plicación en las cohomologías está definida por la fórmula ab = 
== A* (a ® b) en ambos complejos К y L, entonces la aplicación 
continua / conmuta con la operación de la multiplicación de las clases 
do cohomologías, o sea 
1* (ab) = (a) f* (b 


De manera que /*: H* (L) — H* (К) es un homomorfismo de los 
anillos de cohomologías. 

Apliquemos este resultado al estudio de Jos anillos do cohomolo- 
gías de los grupos de Lio (y, de modo más general, de H-espacios). 
Recordemos (véase [1], parte II, $ 22), que un /7-ospacio general X 
tiene una multiplicación continua ze y = № (z. y) € X (oy: X x 
X X > X) con «unidad homotópica». es decir, con un elemento 
destacado х, € X tal, que las aplicaciones del producto sobre zp 


P(o 2): ХХ, 
Y (2, za): ХХ 


ambas son homotópicas a una aplicación idéntica. Introduzcamos 
definiciones algebraicas útiles. 
DEFINICIÓN 1. Sea Н = У) Н" un álgebra graduada anticonmu- 


Ss 
tativa con unidad НАН! С ЛА, ya=(—1)" ay, donde 26А", 
уЄН!. A Н se la denomina “álgebra de Hopf”, si es dado un 
homomorfismo, que conserva la dimensión 


м HHOH Ma=201+18072-2484+-.-+2 9 Y 


donde 0 < deg 21, deg у; < deg z. Este homomorfismo А se deno- 
mina frecuentemente la «diagonal» de álgebra H. 

EJEMPLO i. Sea H = R [хт] un álgebra de polinomios con coefi- 
cientes reales de la generatriz х. Consideremos que la dimensión 
del elemento т es par y positiva. Obtenemos un álgebra graduada 
que, evidentemente, cumple la condición de anticonmutatividad. 
Damos sobre H una estructura del álgebra de Hopf, tomando } (z) = 
=2801-+10z. Entonces, es obvio que 

ren 


6) =A ®1+1®#+ Y Cigar. 
á 
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eyempLo 2. Sea H == Д [у] un álgebra exterior de una geno- 
ratriz y, donde la dimensión y es impar y positiva. Esta también 
és un álgebra graduada anticonmutativa. La estructura del álgebra. 
de Hopf es dada por la fórmula А (y) = y © 1+19y. 

EseMpLO s. Se llama álgebra anticonmutativa libre aquella, 
donde en una base conveniente no existen relaciones no triviales; 
tales son los ejemplos 1 y 2 del álgebra de polinomios y del álgebra 
exterior. Un álgebra general libre anticonmutativa graduada Я = 
= Ў) Н, donde todos los H, son espacios lineales de dimensión. 


aSo 
finita y Л, es un campo de coeficientes (Ао = R), tiene la forma 
Rizo 9 19 Л Ш» ++» Ye -h 


dondo las dimensiones deg т, de las generatrices z; son pares, у las 
dimensiones deg y, son impares. O sea, tenemos sencillamente las 
goneratrices (ту, y4) y ninguna relación no trivial excepto la anti- 
conmutatividad, de donde se deduce que 

Y 

ишу = —Y Vio YT] =з Тууу, Btj = ti. 
Es necesario, que sea finito cl número de las generatrices de dimen- 
sión dada. En semejante álgebra Æ se puedo determinar la estruc- 
tura del álgebra de Hopf con ашуда de muchos procedimientos *): 
tomamos para las generatrices 
р» 


%()—х,®1-++1 @т,+Ў) ш)” ® 2)”, 
7 


AU) == 914101420 OEP, 

donde deg 009, де 709, degu, Чеди? 2-0 y ери? + degt,” = 
= deg ху, 808109 4 йе 0 = deg ya (рог lo demás, los elementos 
TP, 00, uP, DP son arbitrarios). Ya que el álgebra H es libre, 
entonces, de las condiciones de multiplicatividad y aditividad del 
homomorfismo А, se deduce que los elementos 2 (2), А (y) definen 
el homomorfismo H -~ H ® Н. 

TEOREMA 2 (de Hopf). Un álgebra de cohomologías del H-espacio K 
es álgebra de Нор}, o sea, se tiene un homomorfismo 


мы H*(K, Ж) ПУК, R) O H*(K, R), 


donde 
2()=x8914+1897+ 4% уә, 


дех, degyW>0 
*) Recordemos, que no exigimos la «asociatividad» de la aplicación dia- 
gonal A. 
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para cualquier elemento x € H° (К, 3), д >0. (Consideramos que 
un H-espacio es un complejo celular.) 

Demostración. Puesto que Н+ (K X K; R) =H* (К; R) Q 
@ H* (К; 3), entonces, la multiplicación р: K X K — К define 
un homomorfismo 


+4*:H*{K; R) — H* (К; R) ® H* (K; К). 


Tomamos А =p* y verificamos sus propiedades. Tenemos Ņ*z = 
=29 @®1+1®у% + У) 219 8 у, donde бер20, dog y > 
> 0. Consideremos el encaje 1 X i: K Xtc К х К. Como 

(2, zo) es homotópica a una aplicación idéntica, епіопс 
4 Xx Dé pz = z == 209 @ 1. Por consiguiente, z® == x; por ana- 
logía, y” == ш, El teorema queda demostrado. 

La aplicación de este teorema ostá basada еп la siguiente afir- 
mación algebraica, quo describo la estructura de las álgebras de Hopf 
sobre los números гоаіоз. 

Teorema 3. Cualquier álgebra de Hopf sobre ип campo de caracte- 
rística nula, es decir, de números racionales complejos reales, es un 
álgebra libre anticonmutativa (véase el ejemplo З más arriba). 

coroLarto. Æl álgebra de cohomologías de qualquier grupo de Lie 
(de dimensión finita) es una álgebra exterior Aly, 

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Consideremos Ias ш era tercan НЕ 
(ау, уу). Si so tieno aunque sea una sola de dimensión par, entonces, 
еп el álgebra hay elementos də dimensión tan grande como se quiera. 
Esto no puede suceder en Jas cohomologías de un complejo de dimen- 
sión finita (do una variodad). El corolario queda demostrado. 

EJEMPLO і. La circunferencia 5' es un grupo de Lie. Tenomos: 


Нч (51, R)=Alv),  dogys=1 


кзємр1їд 2. Caloulemos cohomologías de un grupo unitario 
U (n). Mostremos que tiene lugar la igualdad 


H* (U (п), R) = Alyn Ys 


паї dogy 


DEMOSTRACION. Un grupo unitario es equivalente (como una varie- 
dad) а un producto directo (7 (п) = S! х SU (п) (véase [1], par П, 
$ 22), por eso es suficiente demostrar. que 


H* (SU (n), К) == Alya +++ зп]. (6) 


Cuando n = 2, el grupo SU (2) como una variedad, coincide con 
una esfera 5°, por eso en este caso es evidente la igualdad (6). 


Tenemos un espacio fibrado estándar SU (п) ——> S*=1, donde 
la esfera 527—1 os un espacio homogéneo del grupo SU (л) y la fibra 
SU (п — 1) es un grupo de isotropía. 
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Construimos una partición celular del espacio SU (п). basando 
en la partición de la esfera 5?" у de la fibra SU (п — 1). Al prin- 


cipio, consideremos el caso n == 3. Tenemos un espacio fibrado 


see 

SU (3) e $5. Fijemos un vértice 0% sobre la esfera S5. En la prei- 
magen entera de este punto, la fibra SU (2) = 5°, tomamos las 
células estándares $? == 0% U o°, Es trivial el espacio fibrado sobre 
el complemento de este punto $530? (véase [1], parte П $ 24), es 
docir. se puede introducir sobre él las coordenadas del producto direc- 
to: р-% ($5 0% = (SINO) X SU (2). Pero 59“. 0" es un disco 5-di- 
mensional 1%, por eso p"*(Séx0% = 25 X $%. Este producto se 
parte en células de la siguiente manera: D? X S? = 0% |] 05, donde 
o = 0% х D°, Así, la partición celular del grupo SU (8) consiste 
de cuatro células: SU (3) = 0% Yo* Ya? || сё, Por eso tenemos en 
las cohomologías de este espacio: H° (SU (3). R) = ИЗ = Й = 
= П? = R, las demás cohomólogas son nulas. 

Según el teorema de Лорі, es posible escoger las generatrices 
ys E H° (SU (3), R), ys € LP (SU (3). R) tales, que ya = y} == O 
уш» = —ууз + © son gencratrices on el grupo //* (SU (3), R). 

Ahora consideremos un caso general. Sea que está ya demostrada 
la igualdad (6) para las homologías A*(SU (п — 1). R). La parti- 
ción celular del grupo SU (п) está engendrada por un espacio fibrado 
SU (п) > SY соп una fibra F = SU (n — 1), partida en células 

Р 
оф con un vértice оў en la fibra, Las célul 
Ya que p~ (0%) = F y pt (071) = о 
las en SU (n) 


s en la base son 0” y о? 
X F, tenemos las célu- 


1 


оўхо. aa, (7) 


Tenemos por inducción: el número de células en SU (п — 4) es 
igual al número de los cociclos linealmente independientes, y tam- 
bién: 


H* (SU (n — 1. R) = A lya -o зна. 


Mostremos, que las células оф x o” y оф x 0%"! son todos los сосі- 
elos. Para (af X a° ),que representan los olementos y, en la fibra, es 
obvio. ya que una célula nueva aparece en la dimensión 25 — 1. 
Las demás células en la fibra representan sus productos (por induc- 
ción). 

Sea Yana == (Ор x 0%), una cocadena. concentrada en esta 
nueva célula: Si ё, а О en C* (SU (1), entonces, en el álgebra 
H* (SU (п), R) obtendríamos una correlación no trivial entre las 
generalrices exteriores Ya: . lo contradice el teorema 
de Hopf. Por consiguiente. sto teorema, el álgebra 
Н+ (SU (n), R) contiene un álgebra exterior Alya ---> зоа 
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El rango de esta álgebra en cada dimensión coincide con el número 
de Jas células (7). Por eso H* (SU (н). R)) = Alys - - -> Yanik 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 3 Sean лү. т... elementos ho- 
mogéneos del álgebra H, х Є На, donde 0 < degr, < 
< Чер ху, i<j; {ту} sea оп sistema minimal de generatrices del 
álgebra de Hopf Н. Esto significa, quo cualquier elemento del 
álgebra Н se represeuta en forma de un polinomio P (21. -) 
de las generatrices (es posible, que no unívocamente). al mismo 
tiempo, ninguno de los elementos z, no puede ser representado en 
forma de un polinomio de los menores ту: 247% Р (71... 5 Laa) 
Para un elemento constituyente z; consideremos sus grados z). 

Sea s; un número minimal ta), que х{'= 0. Por ejemplo, рага 
cualquier clemento de dimensión impar z; tenemos: s; Si 
cualquier grado del 2, constituyente es distinto do cero, considerare- 
mos que s; = оо. 

Primero demostremos que єп el álgebra de Hopf no pueden haber 
otras relaciones, excepto las de forma z;'= 0 y correlaciones, dodu- 
cidas de la anticonmutatividad. 

земл. Los monomios de forma ху'хусү' ... хр, donde 0 < 
< 1, < 81, son- independientes linealmente y forman una base de un 
espacio vectorial H. 

DEMOSTRACION. Es posible reducir cualquier monomio a la forma 
indicada en el lema, en virtud de anticonmutatividad. А estos mo- 
потіоз se los denominaremos con normales, El grado (dimensión) 
de un monomio normal se define por Ја expresión п = гъ deg Xp + -- 
2. . + r, deg Zo 

A la combinación lineal de los monomios normales se la Hama- 
remos un polinomio normal. Es necesario demostrar, que un poli- 
nomio normal no trivial no es igual a cero. La demostración la vamos 
a realizar mediante la inducción por el grado de polinomios. Supon- 
gamos, que para los grados <n ya está demostrada la afirmación 
sobre la independencia de los monomios normales en H. De aquí se 
deduce, en particular, que los productos tensoriales de forma a 9 b 
оп el álgebra 17 ® Н, donde a у b son monomios normales del grado 
menor que n, son también linealmente independientes. 

Sea Р (тк, - . .. жу) un polinomio normal del grado т. Recolecte- 
mos juntos los términos con el mayor grado de la variable z} y saque- 
mos este grado del paréntesis. Obtendremos: 


P (Ers «o 2) =Й (Tar -0-9 IHR (2m 1 х\), (8 


donde еп el polinomio R la variable z, se contiene уа en un grado 
menor. 
Supongamos, que tenemos una relación de forma P (tp. ... 
. 21) = 0, donde r es сі mínimo posible. Demostremos que 
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r=4, Q = const. Sea /,-, un ideal eu el álgebra H, engendrado 
por los elementos лү, .. .. 2-1 Entonces, tenemos: 


AO (хь, + 40) == 
rá 
=490+ 2 (Cirk @ LO Q) (mod Jy- Ә Н), 


al mismo tiempo » (R (ха, . - -» 29) no contiene términos de forma 
zla O zib, donde i + ] = r. Si dog О > 0, entonces deg т} y deg Q 
son menores que n, por eso las expresiones, que se contienen en 
MAP (ту, ‚ £,)). son linealmente independientes según por su= 
puesto de inducción. Así, deg О = 0; es posible considerar, que 
Q = 1. r degz, = л. Si r> 1, entonces en la expresión 


ар (mod Г 8 H) 


se incluyen términos linealmente independientes, que no pueden 
abreviarse con nada en А (R (: с 21). Así, r = 1, y la rela- 
ción (8) tiene la forma £y + аң), lo que no es po- 
sible en virtud de la condición de minimal del sistema de genera- 
trices. El loma queda demostrado. 

Ahora mostremos que si el grado deg х, es par, entonces zi © 0 
para cualquier з. Realmente, si ya está demostrado, que 2%! 0, 
entonces, en la expresión А (тї) so incluyen términos de la forma 
Cia; @ xy *, distintos de cero, para 0 < i< в. Estos términos son 
independientes y no pueden abreviarse junto con los demás suman- 
dos en A (zi) (verifíquese). 

Así,hemos demostrado que para el sistema minimal de genera- 
trices еп el álgebra de Hopf H no hay otras relaciones, excepto la 
anticonmutatividad. Las generatrices de dimensión par engendran 
on H una subálgebra de polinomios R [z;, 2;, ...|; las impares 
а una subálgebra exterior Alzi, 27. - . .1. Toda el álgebra H, evi- 
dentemente, es su producto tensorial. El teorema está demostrado. 

Indiquomos otros ejemplos de H-espacios. 

хукмро £. Si К es un complejo, entonces es posible definir un 
espacio de curvas Q (K, xp) = X, que comienzan y terminan en un 
punto з, (véase (1), parte II, $ 22). Aquí se tiene la multiplicación 
de curvas, una unidad homotópica zp. Es más, esta multiplicación 
es «asociativa homotópicamente» y tiene un «olemento homotópica- 
mente inverso» z —- 

a) aplicaciones (250): X X X X Х->Х y z> (yes): Хх 
x X х Х — X son homotópicas; b) aplicación z =z o7: X — X 
es homotópica a una aplicación constante X —> хо. 
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рлємрго з. Además de los grupos de Lie, la ley de multiplicación 
con unidad зе puede introducir sobre una esfera hepta-dimensional 57, 
partiendo do los llamados números de Caley: un espacio MS cs un 
álgebra con división (pero no asociativa). La multiplicación bili- 
neal se da así: si (фу, фа) es un par de cuaternios, (д5. Ф) es otro par, 
entonces, supongamos 


бе» аго а) = AAN 


(Qu 42)" 


Además de los grupos de Lie G y los productos G X 57 x... 
» + - X ST по son conocidos otros ejemplos de los H-espacios simple- 
mente conexos de dimensión finita, Por ejemplo, si se tiene una 
multiplicación on la esfera S"-1 con unidad z Є S"=!, entonces tenc- 
mos una aplicación de multiplicación 


smin s 2 59, (2, у) тоу. 


Sucesivamente, 


Sa (Р® ус SA) (59-1 x D") 


(la pogadura por una frontera común S'“1 x S'=1). La aplicación y 
es posible prolongarla hasta la aplicación 


](ф): SP = (D" x SIT Y (SIA x D") ++ S", 


donde $“—‹ es un cenador en 8“ (efectúe esta operación). 
Consideremos un complejo 


Ka= S" U noD" 
con células o°, о", 02", Por eso 


muay S 


j0. n, 2n, 
j=0, n, 2n. 


Sean un €H" (Kn, Za), изн €H?" (Kan), clases básicas de coho- 
mologías (mod 2). 

Proruema з Mostrar, quo ий== us., si la multiplicación tiene 
unidad, о sea, ap: STO 59—25 SL tieno el grado +1 en cada 
factor 

Conocemos ejemplos de multiplicación sobre las esferas S%-1 
para п = 1, 2. 4, В (números reales *, complejos С, cualernios М 
y números de Caley_*). Se tiene un teorema difícil (Adams) de que 
para otros n 1, %, 4, 8 tales complejos К, no existen y (K, = 
=RPS, K, = СР, Ka = ИР?, К, = <P”, 

Demos un empleo más de la multiplicación cohomológica. 1e- 
mostromos, que un grupo tan- (5") es infinito para n pares. 
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Consideremos S” X $^. donde n ез par. En el anillo 17* (S" x 
X.S") oscogemos una base f, 19u,u ® 1, u 8 и, donde u € 
ЄН" (S") ез un elemento básico. Consideremos una aplicación de 
un тато (p: 

бүс 5" х 5", SY 8" (S* X xa) U (2o X 8"), 
q: sry sr 5° 
de grado A en el primer sumando у de grado p en el segundo. 

Tenemos q* (и) = AÀ (u 9 1) + (19 u) p. 

Como u? эе 0, obtenemos, que con р. А 9 0 la aplicación q по 
se prolonga hasta la aplicación ф: S” X S%-> $", ya que de la 


condición и? = 0 se deduciría q* (ш?) = 0. Pero q* (u?) = 2мш O 
8 us 0. La partición celular 5" X 5" es la siguiente: 


5" х $" = (0 |) о" yo" Yo?) = (5”\/ S") y Dr, 


La aplicación 52"! =9D"" —„ SY S" -9. 5" no es homotópica a cero 
con cualesquiera p, 40, ya que, de otra forma, la aplicación 
so prolongaría sobre un disco 22" y, de este modo, sobre todos los 
A 

PROBIEMA 5. Demostrar. que el número Àp es un invariante adi- 
tivo de una clase homotópica de una aplicación construida SY =- 
> S” para cualesquiera n раге 

улоргЕмА o. Construir w 
cualesquiera т pares con 


PROBLEMA 10. Son S20-t es cto en los puntos шу, 
2165" (véase [t], parto П, $ 10) y =f (x). M 
son subvariedades cerradas, Sea dana > MES) su сю 
enganche (véase [1]. parte 11, $ 15). Supongamos 
т (MA, M). 

Demostrar, que para las aplicaciones arriba construidas f = 
= f (4) tiene lugar la igualdad y -= 2А. 

Demostrar, que para un complejo К = 5" YD 
фиш está hecha рог la, aplicación sm 

= yun en el anillo И* (К, 

PROBLEMA st. Demostrar, que para cualquier espacio fibrado 
suave 


m pi S- А 59 SUL рага 
1. 


donde la 
+ tenemos 


ses La gu 
el coeficiente ү = +1. 

El cvoficionto do enganche en [1] Tue definido sólo para las curvas cerra 
das en К^. Pero do modo análogo se define un coeficiente (е enganche pura las 


subvariedades Mi, M3 en Бакі (o en 524%) como un índice de intersección 
de una de ellas con una película, que está tendida sobre la otru. 
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$ 8. Homologías de productos oblicuos [espacios fibrados] 


La relación de las homologías de libra, base y espacio para los 
espacios fibrados es inconmensurablemente más compleja que para 
un producto directo. Consideremos los cueficientes como un campo, 
sin mencionarlo on adelante. Supongamos que se tiene un espacio 


fibrado Е >B con una fibra F, dondo todos los E, B, F son com- 
plojos celulares o son homotópicamente equivalentes a ellos, La 
partición celular del espacio £ ya fue indicado más arriba ($ 7): 

si оў son células de la fibra P y оў son células de base, 
entonces, una preimagen р-%(оў) es un producto directo 05 X F, 
y tenemos las cólulas en E 


сЁ ==ой л о}. 


Do manera quo una partición celular formalmente es la misma, que 
en un producto directo. Pero ul operador de frontera está arreglado 
con mayor complejidad. Ya hemos dado un ejemplo (véase $ 4) 
de un espacio de elementos lineales hacia una superficie de género g, 
donde son evidentes estas complejidades. Vamos a enumerar las 
propiedades simples del operador de frontera en Æ. 

А 1) Si оў es un vértice en la base, entonces para las células 


оў == о} хо tenemos una igualdad evidente: 
даў == оў х (боф). 


2) si 05 =оў х oh, entonces, la frontera es de forma 
до? == о], x (дор) +A, (1 


«donde A son células de una preimagen entera p~ (д0), además, 
bajo 00} se entiende la clausura topológica de la imagen de la 
siera $%-‹ que es la frontera доў еп la base B. En todo caso, 
Аср (Bèi), donde ВТ? es un armazón de la base de dimen- 
sión 9—1. 

PROBLEMA 1. Sea que la base B simplemente conexa, tiene un 
vértice 0% y no tenga células de dimensión 1. Entonces, es correc- 
ta la fórmula 


do =0 x (304) + (— 1) (00h) x 0h + Aso @ 

donde А, сс р-ї(В+=%). 
Vamos a suponer en adelante, que se consideran los espacios 
fibrados E => B, donde es correcta la fórmula (2). Por ejemplo, esta 
fórmula es correcta, evidentemente, en el caso cuando la base no 


tiene células de dimensión q — 1. Esto os correcto рага B = 
= 5" (n > 1), B = СР", В = НР", y también, si В es una varie- 
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dad compleja de Grassmann, ramo de esferas, producto directo de 
esferas y una serie de otros. 

OBSERVACIÓN. En realidad, los razonamientos que hacemos y las 
deducciones que se formulan serán correctos (después de algunas com- 
plicaciones) en un caso más general: un grupo л, (B) debe actuar 
trivialmente en los grupos Н, (F). Para los espacios fibrados de ele- 
mentos lineales esto significa, por ejemplo, que la base es una varie- 
dad orientable (la fibra es una esfera). Si la fibra es una esfera, enton- 
ces esta condición siempro será cumplida para H, (F, Z) sin de- 
pender do la orientabilidad de la base y del espacio librado, ya que 
Я, (S”, Za) nunca tiene automorfismos no triviales. Las соггессіо- 
nes surgidas өп ol caso cuando гу (B) actúa no trivialmento en /Г„ (F), 
serán indicadas on el $ 11 (más abajo). 

Así, estudiamos una clase de espacios fibrados para los cuales 
es correcta la fórmula (2). 

Desarrollemos en serie la frontera respecto a los armazones de 
baso: 


doft = оў х (до}) + (—1) (00%) x 0h +01 +03 + 


donde 2,= У) Maoh хо a, (a son números) se compone de 
a 


roductos de células (q — k)-dimonsionales de base por células 
+ k — 1)-dimensionales de fibra. Por definición, tenemos: 
до}? =0,+0,+0,+.... 
Ф% = оў х (000), 01 = (30h) X о}. 
Рага un complejo de cadenas tenemos 
С.) 22,6208) 9 CAP). 
El operador de frontera es de forma 
де (а ® 5) = а Q д: (дьа) Q 5++д,(а® )+..., (3) 
donde 
д, (а ® b) E Ca-n (B) O Crona (F) 
рага a€Cq (B), bEC; (Р). 

Prestemos atención а quo los operadores д, y д, son los mismos 
que en el producto directo Е, = B X Р. Los operadores д con k > 2 
en el producto directo son iguales a cero. Ellos caracterizan los gra- 
dos de «deformación» del operador de frontera en un complejo С (Е) 
en comparación con el producto directo E, = В X F. 


Para estudiar las homologías H, (E) se utiliza el «método de 
cernido» o «método de aproximaciones sucosivas» sucesivamente por 
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k=0, 1, 2, 3, ... (llamado sucesión espectral de Leray). La 
esencia de este método consiste en lo siguiente: 

paso о. Puesto que 02 = 0, podemos calcular «homologías de 
aproximación nula» respecto sólo a este «operador de frontera en 
aproximación mula» д,. Obtenemos: 


(CE), 2)= E Ca (B) 9 B AP, E Ens 


De este modo, Н, (C, dy) son cadenas en Ja base В con valor en las 
homologías de fibra F: £9; = С, (В. Н, (Р). 

paso 1. En los dy-ciclos por módulo de fronteras Jm d, (o sea, 
en los grupos Hy (C, @,)) está determinado correctamente el opera- 
дог d,, que tiene la propiedad @ = 0. Tenemos un complejo 


EDS Ер. dy: Egy = Еф, je 
En nuestras hipótesis las homologías еп una primera aproximación, 


es decir рага un complejo (£%, d,), coinciden con las homologías 
del producto directo (véanse las formas де y д): 


H, (E, d)= E На(В, H;(F))= 
аа 


=}) H4 (B) Q H,(F)=B,(B 9 F). 


El operador d, es un operador de frontera en las cadenas en la base B 
con coeficientes en H, (Р) 
Se tione una descomposición directa evidente 


H, (E9, d)= Y H,(B) ӘН, (Е), 
Fan 


donde los sumandos están representados por los d,-ciclos 2 € E) = 
= С, (B, H; (F)) con exactitud hasta las d,-fronteras Im d,. Los 
grupos de d-homologías H, (EW, d,) se designan por 


EP= У) ЕфФу= у) H,(8) 9 H;(F)= Hn (B 9 Р). 
afen 

Para un producto directo E, = B X F todo el procedimiento se 
tormina aquí. Para un producto oblicuo aparecen los siguientes 
pasos, que utilizan д,, д3, ... 

paso 2. El operador 0, engendra un oporador de frontera d, 
en las homologías de la «primera aproximación» E® = H, (EW, дуу 
y tiene la propiedad 2: = 0. Aparecen las homologías de «segunda 
aproximación» 


P=H, (E, dy= У Н, (E, d), 
Еа 
Е? У ЕР, ЕР- Y EP, 


"> obje 
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Tenemos 

dy: Egy EPa. а, Еф у= Ha (B) Q H; (F). 
Los elementos de los grupos Ej'¿=H, ¡(ED, d) están represen- 
tados рог los elementos (2,-сісіоѕ) 26 Eg ;= H4 (B) Q H; (F) con 


exactitud hasta las dy-fronteras. 
Esta sucesión de “cernidos” se prolonga en adelante: aparecen: 


complejos E= У) Е!), con un operador de frontera 
dp: ЕЙ; EPn а у ER DER Н, (E, д). 
Es obvio, que todos los grupos Ey’; con g < 0 о con j < 0 son igua- 


les a cero para todos los r 2> 0. Por eso el operador d, = 0 en los 
grupos Eg}, si g <r. En cste caso tenemos 


EDEP =P mE, qar 


Estos grupos se designan рог Ef). 

Teorema (de Leray) ®. 

1) Todas las diferenciales d, están definidas correctamente 
у @ 0. 

2) La suma directa Ey = У) Ef) es ізотогја al grupo 


‘Fen 


e 
H, (E) para un campo de coeficientes. 

3) Los grupos E, son isomorfos a los grupos Hy (B) Q Ну (Р). 

Así, como resultado de «pasar por estos filtros» bemos obtenido 
los ciclos on un espacio Е (como núcleos de todos los homomorfismos 
d, por el módulo de las imágenes precedentes), con exactitud hasta. 
las fronteras, 

coroLanio. En un producto oblicuo los rangos de grupos de homolo- 
gias, hablando en general, son menores. que en el directo (o sea, los 
números de Betti b, (E) < by (Eo) para todos los k, Ey = B X F). 
Esto se deduce del hecho de que ya ÉP = H (E); después se realiza 
tel filtrado» de una parte de los ciclos mediante los operadores дз, dy +...» 
escogiendo sólo sus núcleos (d,-ciclos), factorizando por dy-fronteras, 
pasando después а й, +1, ete. 

Damos la definición de Jos operadores da еп los grupos E$. 
Como дв = 0 + ô, + д, +... у дд = 0. obtenemos la igual- 
a 


0 = o} = д) + (дд, + 0100) + (0; + дд, + 0200) + 
+ (0,02 + 0,0, + 0407 + 338) + 
+ (@ + дуд, + дуд, + дд, + дд) A (6% 
*) De todos los materiales utilizados en este libro, esto teorema nos da 


un primer caso importante, cuando es imposible Ја demostración sin recurrir 
al lenguaje riguroso del álgebra homolózica. 


7 


лоо Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


Aplicando la igualdad general (4) a los grupos С,,; (E) por separado, 
obtendremos una cadena de igualdades 


0 = д: Cag > Cajoar 
0 = 240, + 2,00: Саз + Cargar 
0 = 0 + 2,0, + 2,00: Саз > Се, (5) 
0 = 2,0, + 0,0, + дд» + 05005 
0 + 0,03 + дд, + дд, + дд. 
1) Considoromos un operador ду en d-ciclos (3y = ду) mod dr 


fronteras, es decir, en las dy-homologías 212). 
Si дох = 0, entoncos tenemos 


д, (2 + 0,2) =0,2 + 0,058 = дүз — д, (0,2). 


De esta manera, d, está definido correctamente en dy-ciclos mod 4 
fronteras. Por consiguiente, tenemos de (5) 


Oz = —ддл — 002 = —ддут, 


ya que дуг == 0, Por eso obtenemos 
ді =a 0 mod (Im dy), di=0 en EP 
Así, мш: definido correctamente, y dí = 0 en los grupos 
Eb, 


» ( 

E) аа un operador d, en los grupos H, (ЕФ, d,) = EW, 
Consideremos en las cadenas С, (Æ) un representante т de un ole- 
mento de Æ$ tal, que 


дк = 0, дух = 0 mod (Im д) 
ora 
дух = ду (5) 
La cadena дж puede no tener la propiedad (6). Tenemos 
0,05: = —O yt — 010,2 = —0,00у == 050,0, 
002 = —ддүл — ддх — Oz = 
= —д,доу + Im 0, = 0,00 + ду + Im д, y) 
d0s0px = 0). De las correlaciones (7) se deduce, que un elemento 
дух — ду = йл 
ya satisface las condiciones (6). Así obtenemos: 
diz = дух — 0,0302 + [Im д, + 0, (Ker д,)). 
Con esto 
910,7 = 0, (Pay — дәл). 
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Corrección de la definición de дт: 
que z— т + дуг + дүр = ® (дур = 0); entonces 


ёт — OPIO = 02 + 0,5 + 0,00 = 
= (дж — д,д;'дул) — дд, — дз — Go — 
— ðw — 00 + дг + 0, (070,070 + д;'ддур) = 
= (0,2 — 01050,0) + Im д, + 0, (Ker 05) 
(ðv = д,г10;04р = 0). De manera que ds está definido correctas 
mente en БЕ). "Verifíquemos la igualdad dad, = 0 en Ef). Sh 
дах = 0, деу = 0,2. entonces tenemos 
dyz = дуж — дуд!дүх, 
Paz = 0, (0,2 — дуд,'д»т) = 0,07%0, (022 — дүд,'!д,ху = 
= —ддул — дд — дуду — дуду — дудуу — д; (дь — дул) = 
= —д& (дул + ду) = Im дь 


(9,007 = 0). De este modo, el operador ds = д, — д,д;'д, está defi- 
nido correctamente en Jos grupos £;;; y tiene la propiedad d;d, = 0. 

3) El operador d, оп los grupos £9} = Hq. (£'9, da) se defino 
do la misma manera, partiendo del operador ду en tales cadenas 
29 С.) (Е), donde дог = 0, дул = doy, дз — Oy == дуз + дыр 
y donde дур = 0 (d,-ciclos), con exactitud hasta la unificación de 
las imágenes d;, i < 2, de las fronteras de todos los anteriores ope- 
radores d;. Sin calcular, apuntamos que todos los operadores d, 
pueden ser definidos correctamente, corrigiendo el operador 0,» 
que actúa de Соу еп Ca=r.y+r=s €n las adiciones de las imágenes 
бо, бу, . . . Or, por analogía con dy. Con esto tendremos d,d, = 0 
y di Eg) > ЕЎ, jay por definición. No nos importa la forma 
exacta del operador dr- 

Aclaremos Ја idea de demostración del teorema de Leray (dado 
más arriba) рага un caso particular, cuando todos los ё; con ¿>3 
son triviales. Aquí se puede verificar todo hasta el fin sin recurrir 
al longuaje del álgebra homológica, mediante cálculo directo, Ya 
se ha comprobado la corrección del operador dp. Hay que demostrar 
que las homologías H, (E%, dy) = НӘ = Ez coincidirán com 
las homologías H, (Е) sobre un campo de coeficientes. 

Sea z un elemento de Hn (E). representado por un ciclo que es 
la cadena 2 ЄС, (Е) = 2 3 Са. (E). Llamaremos «filtración» деў 


elemento 2 € Н, (2) a 81 “húmero minimal g, que = puede ser rea- 
lizado por un ciclo z de una preimagen completa рі (B°) de un arma- 
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zón g-dimensional de base y no puede ser realizado por una cadena 
de p~ (BI): 
з= захаа += А, АЄр (В), 
donde 
EC ap Za Elgar jtir +-+ TE Co. ne 
Como дьг = 0, tenemos la (05 = дь + 0, + 0) descomposición 
de дьт respecto a los grupos Сау: 
дег = дул; + (дулу + дух.) + 
+ @ж, + itg- + доға) + 
+ (ata-i + дил, + дың) +... = 0. 
De la condición дет = 0 nos queda 
дл, =0, дулу == —духу-у, дету = —дулу у — Әла 
De aquí deducimos, que la cadena z4 оз un ciclo do las diferonciales 
des 4, dẹ, ya que 
de = do (2) = 0, d, = å; (2) == —00 (дез), 
Фу = дел — 0105010 = дул, + дул. = —болу- 
Así, al ciclo х do la filtración g le corresponde la cadona ta € : 9 3 (Е), 


que define el ciclo de todas las diferenciales dp, r = 


Por eso х; queda en los grupos Æ$} (en nuestro caso qa a ES). 
Moslremos, que zg no es frontera de ninguna de las diferenciales 
d, (r = 0, 1, 2), y por lo tanto, da un elemento no nulo en 597, 
Si z; = де = dez para 2 Є Сауу (E), entonces la filtración “oi 


elemento х =z — дег es menor que g, ya que 


2 = (za — ды) + (а — дш) +... 


además, у. — дуг = 0. Por eso ха = 0,2, уа que, por condición, 
y es minimal, y el ciclo z no es posible sacarlo del armazón В", $ 
a duo donde дә m Ù y V € Caray. Se verifica fácilmente, que 
un ciclo z — дьо tendría filtración <q. Por eso zg % d, (Ker do). 
Luego, si ше = бур == дур — ду'дир para w гра ja (donde 
Ago = 0, дыр = ди), entonces, sacamos 2 del armazón g-dimensional 


2-9-5 — дьш. Esta contradicción muestra, que el ciclo de todas las 
diferenciales xq € Са, (E) раза a sor Ef) y os distinta de coro en 
Ef), si la filtración de la clase de homologías z € Hg+ (E) es 
exactamente 4. 
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Tenemos el encaje 
Ha (E) > 2 Ед"). 
4 > а. 


Por el contrario, quo se dé un ciclo de todas las diferenciales dr! £q € 
€ Се.) (E), no igual a cero en ЕХ). Conocimos lo siguiente (que 
todos los ô; = 0 сов ¿>3): 
СЕД » 0x4 = дошу, 
д,х, — дуу = д: + диш, дыр = 0, 
2EC gue, gear ЄС, WEC gua, Jero 


Tomemos 


E л Касаба. 
donde хл = —(у + ш), дулу = —% 


ду® = дул, + (дух, — ду — дыш) + 
+ (aza — дз — ду — дш) + А = А, 

donde A € p- (B9-3). Cambiando al representante z}, y también 
ay, w, 2, obtenemos, en virtud de las relaciones (4) y (5), un ciclo 
= 
2 de filtración g, con la condición de que д, = 0, і 22 3. 

Así, cada elemento de los grupos 7 = У) Ef) representa 

“м 

un elemento de H, (Е). * 

Complementos (sin demostración) 

1) Los olementos de filtración y = 0 siempro son ciclos de todos 
los de, r > 1; los grupos ЕД), son isomorfos а Л, (£). Los grupos 
ЕЭ! son grupos cocientes; el homomorfismo H, (F) + Ef c 
< Н, (E) coincide con el homomorfismo de encaje do fibra i: Y -> E, 

2) Los elementos do filtración z (j = 0) no pueden sor fronteras; 
aquí Eto = Н, (В) y Ewo c Н, (В). 

El homomorfismo de proyección en un sumando j = 0 

D Ef) = Н, (E) + Esto H, (В) 
aten 
coincide con la proyección en la base 


Pe Ha (E) > Hn (В). 


3) Para las cohomologías todo es análogo: se ticne una sucesión 
(ЕЗ, 5,), donde 


а) б: EPI ЕТ, 5,5, =0, Еты =H* (Er бу; 
b) Y Ei =H" (Bx F)= E E(B) Q H (В); 


аба 
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c) D 5 110 (E) (como un grupo); 
а 


d) todos los grupos Е{ у los operadores б, son conjugados con 
(Ех, d,) en las homologías. Pero aquí se tienen una nueva propie- 
dad importante: 


в) todos 105 Æf = У) ЕЁ? ? son anillos anticonmutativos, además, 
Н*(В х В) = ЕЗ como un anillo; si асЕі, PEE”? entonces, 
«рє E +, a (— 1)(@*9@+7р ; para б, tione lugar la fórmula 
de Leibniz 


6, (ой) = (8,2) B + a (5,8) 


(notemos, que el anillo Æ& по es isomorfo al anillo H* (Z), hablando 
en general; Ja excepción es un caso, cuando Æ% es un álgebra libre 
antíconmulativa; entonces, esto es justo también рага 17* (E). 

Estos hechos no los demostraremos, aunque los utilizaremos (en 
especial, el e)) más abajo, en los cálculos. 

Consideremos algunos ejemplos de la aplicación del teorema do 
Leray. Como será visto, la construcción de los operadores d,, r >2, 
no tiene importancia alguna en los cálenlos, son importantes sólo 
sus propiedades for 

EJEMPLO 1. Sea 5+ > СР" = В con fibra F == 51 un 
espacio fibrado estándar (véase [1], parte 11, $ 24). Calculemos un 
anillo H* (CP"), utilizando información sobro Н* (5%) у H* (S%+) 
y condición лу (B) = 0. 


Yo a |. 2 
|4 аер] 0 |шерё uov? 

~ Agut, 
|, ЛА з 

pj 

v |o оё 
Ту Ф DE E ё 
Fig. 43. 


En el término E? = H* (В) O H* (F), véase la fig. 43 (todas 
las células no nulas de Ё@? las tenemos para j = 0, 1). Aquí Н%(51) = 
= p lul. и = 0, degu = 1 y Н+ (В) es incógnita, salvo la con- 
dición л, = 0. Los grupos Ё{ son no triviales sólo cuando ј = 
= 0, 1. Por eso sólo ё; = 0; cuando ¿> З todos los б, = 0 por 
razonamientos de dimensión, puesto que $,£93= Egri, 
Los grupos Æ%® son ciclos de todos los ô,, r> 2. El elemento 
5, (u) € Н? (CP") = Е2.0 cngendra un grupo /?(СР"); de otro 
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modo, tendríamos Н? (Е) = Ні (51) + 0, о bien H? (Е) = 0, lo que 
es imposible. Sea v = б, (и) 7-0. Рага uv tenemos 


б, (шо) =v”, б, (шл) =. 


De la condición Н+ (Е) = 0 соп ¿<2n, deducimos: Н+ (СР") =0 
H? (СР") es un espacio unidimensional, engendrado рог un ele- 
ento vf para ј < л. Aquí utilizamos la estructura circular de la. 
diferencial бу (véase la fig. 43). 
влемріо 2. Sea Е >- S" un espacio fibrado de Serre con fibra, 
F = © (S”, zo) (nudos en la esfera). Aquí Æ es contraíble y Н, (E) == 
= 0. Рага la base B = S” tenemos, que Ho (5") y Hn ($) son espa- 
cios unidimensionales; los demás Б; (5") = 0, j 5 0, n. homo- 
logías de la fibra Р por ahora son incógnitas. 


na 


2 
срт 7 Y | ——— Efo son conocidos y no 
[ег E ii 
91 at n g 
Fig. 64. 


En el término Eg} = 


(B) ® H; (Р) (véase la lige 44) tene- 
mos una diferencial no tri úni 


única 
da 1v — tys 
dn v @ u, > и e 


da: 
La forma de diferencial @„ (véase (8)) se obtiene inmediatamente del 
teorema de Leray junto con condición H, (E) = 0 y una forma de 
homologías de la base B = 5". Por eso las homologías He (F) tie- 


пеп la forma: 
Ныл (F). que es un espacio unidimensional, 


Нн,(®у= 0, іт kin 1). 


Фи > Uno 
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PROBLEMA З. Demostrar, utilizando la multiplicación cohomoló- 
gica (los coeficientes, es un campo R, 2,0 ) que: 

a) Н* (95")) os un anillo de los polinomios de una generatriz u 
de dimensión n — 1, si n es impar; 

b) Н* (Q (5%) = A ul O Rlol, degu=n—4, Перу = 
= 2л — 2, п ез par. 

PROBLEMA з Demostrar, quo si en la tríada de espacios (Е, F, В) 
cualesquiera dos tienen una de las siguientes propiedades, entonces, 
ol tercero también la tiene (se supone, que un espacio fibrado Е => B 
satisface las condiciones del teorema de Leray): 

a) los grupos de homologías H, con coeficientes en algún campo, 
son igualos a cero; 


b) los grupos Че homologías H, tienen un número finito de 
goneratrices en cada dimensión; 

с) todos los grupos de homologías con coeficientes enteros son 
grupos finitos (os decir, las homologías con coeficientes en R, Q 
o С son iguales a cero); 

d) todos los grupos de homologías con coeficientes enleros son 
finitos y no tienen elomentos de orden p, dondo p es un número primo 
(es decir, las homologías con coeficientes en un campo Z son igunles 
a cero). 

PROBLEMA & Estudiar las diferenciales d,, 6, еп los espacios fi- 
brados: 

a) RP CP" (la fibra St) con coeficientes en los campos 
Za Zm P>2, R оф: 

b) SU (n) > 89-1 (fibra SU (n—1)); 

с) SO (n) => S" (fibra SO (n—1)): 

d) Si HP" (fibra $°); 

е) Va, a => SU (fibra Pra, n1); 

i) Ve, 6С, (fibra U (8); 

8g) VÈ, a > Gr, n (fibra SO (k)). 

Utilice la estructura circular en las cohomologías para los ejemplos 
b) =g). 
; к аи 5. Demostrar los siguientes hechos: 

a) Si todas las homologías de un complejo simplemente conexo К 
son finitas (es decir, si Hg (К, R) = О para q > 0), entonces, todos 
los grupos homotópicos son finitos; 

b) todos los grupos л„+ (S”) son finitos (excepto i = 0 e i = 
=n — Í, si n es par). 

турїслсгох. Considere un espacio fibrado de Serre E -> K con 
una fibra Q (K, ko), donde E es contractable. Etere este espacio fi- 
ibrado. Para estudiar los grupos z; (К) utilice la igualdad л; (K) = 
= (Q (K)) = ... Рага el primer grupo no trivial homotó- 
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pico utilice la igualdad: si л, (X) = 0, q < i, entonces su (X) = 
= H, (X, 2). Pase al cubrimiento universal, si se encuentra un 
grupo л, (véase el problema 7 más abajo). 

So tiene un procesamiento de «transiormación de la aplicación 
ев un espacio fibrado», que conserva tipos homotópicos: 

a) si K с L es un encaje, entonces se toma un espacio Е (К, L) 
delas curvas (rutas) que se comienzan еп К y se terminan donde se 
quióra en L. Evidentemente, Е (К, L) ~ К (se contrae а K). Tene- 


mos una aplicación (Е (К, L) 2> L, que confronta a la curva su 
extremo. Esto es el espacio fibrado de Serre (demuéstrelo); 


b) para una aplicación general К —> L es necesario considerar 
un «cilindro» Cy = (K X Z (0, 1)) UL, donde (2, 1) = f (2). Es 
evidente, que су ~ L. Luego, Суто K x 0 = К. Aplicando al par 
{Cr K X 0) la construcción a), obtendremos un espacio fibrado 


КЕК, L) & 6,1. 


Es fácil ver, que p es homotópico a f. Utilizando estas construcciones, 
resuelva los problemas siguientes. 

PROBLEMA 6. Demostrar, que si la aplicación f de los complejos 
simplemeínte conexos induce un homomorfismo de los grupos de 
homologías 0, (К, В) АН, (L, R), entonces, la aplicación f 
induce un isomorfismo de grupos de homotopías 


жК ORS y (L) QR. 


Aplicarlo al caso, cuando К = 5° х 55 X х Sit y L= 
= SU (п). Construya la aplicación К — L, utilizando la multipli- 
cación en SU (n). 

romana т. Si X es un Н-сзрасіо (por ejomplo, X = Q (K)), 
entonces para todo y 2> 0 demostrar la igualdad 


¿(Xy Y =H¿(X, R), 


donde X es un cubrimiento universal. Sea D = л, (X) у K (D, 1) = 
== В un espacio tal, que л, (В) = D y л (В) = 0, ¿> 1 (véase el 


$ 40 más abajo). Considerar una aplicación X -+ В, n, (X) = 
æ ту (В) =D. 
Transformarla en ua espacio librado. Hallar la fibra, 

vroptema в. Considerar un encaje (inmersión) natural 5" Y 
ү S*— 5% х 5". Transformarla en un espacio fibrado. Hallar 
las homologías de la fibra P. Hallar los grupos homotópicos xy (S° Y 
V SOR =? 

PROBLEMA 9. Sean: X, simplemente conexo, y H* (X, R), un 
álgebra libro (anticonmutativa). Hallar los grupos л (X) ® R. 

PROBLEMA 10. Sea л, (X) = 0 con і< n — 1. Demostrar la 
igualdad H; (X, R) = n; (X) ® R para j < 2n — 
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$ 9. Problema de prolongación de aplicaciones, homotopías 
y secciones. Clase obstaculizadora de cohomologías. 


A. Planteamos el siguiente problema: sean dados un complejo 
celular X y su subcomplejo Г, сс К (por ejemplo, L == K“ es un 
armazón del complejo К). Sea dada una aplicación Z ж. Para sim- 
plificar la parte algebraica, suponemos que X es nn espacio simple- 
mente conexo (u homotópicamente simple, tal, quo л, (X) es un gru- 
po abeliano y actúa trivialmente en todos los grupos л; (Х)). 

¿Es posible prolongar la aplicación f: L-—>X hasta la aplica- 
ción F: К —> X? 

Sea о* una célula en K tal, que дс“ < L. En la frontera do! ya 
tenemos una aplicación j: L -+ X. Esta aplicación define un elo- 
mento а (0', f) € mi (X): 


S > до! Х. 


Es evidente que la aplicación / se puede prolongar en una célula 
of si, y sólo si, æ (o°, f) = 0 en el grupo лу. (X). En particular, 
siempre es posible prolongarla. si л,_, (X) = 0. Si œ (0°, f) 0, 
entonces es imposible prolongar la aplicación f en la célula of (u es 
un «obstáculo»). 

En el caso general, habiendo comenzando a prolongar una apli- 
cación con primera dimensión tal, que se tienen células en К, que 
по se encuentran en Z, para un cierto ¿ tropezaremos con un «obstá- 
culo» no trivial. 


o' «(о', f) Em, (X). 


Esto es una cocadena en (К, L) о еп un grupo de cocadenas 
C' (K, Lini- (X)), Designemos a esta cocadena рог ау. 
iene lugar el 

LEMA 1. Га cocadena «ү es un cociclo, 

Demostracion Por definición, tenemos: бо, (04) = a, (00%), 
Demostremos que la cocadena о, se anula ел до#+!. Recordemos, que 
ay (o°) fue definido por una aplicación до! => X. Para simplificar, 
sean К у L complejos simpliciales; entonces, д0+1 у да“ son esferas, 

fue se encuentran en К, donde o° es un simplex de dimensión 4. 
úrge la siguiente situación universal: рага un simplex o! hay una 
aplicación de su armazón (i — 1)-dimensional en X (л, (X) = 0 
о лу no actúa en los grupos л; -1). Sea representado а; € лу. (X) por 
una aplicación de la frontera de la cara соп el número j: si o = 
=(0, .... i + 1), entonces, la cara j-ésima es (0. 1,...,],... 
i + 1) (el número j está borrado). 
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proLEmA 1. Demostrar la igualdad 
pen] 


UN =0E nx) @ 


para cualquier т. 

En efecto, el hecho es que cada cara de dimensión ¿ — 1 se in- 
cluye dos veces en la suma (1) y, además, con signos opuestos (el 
grupo zu, -, (X) es abeliano). Аї mismo tiempo, de nuestras condicio- 
nes se deduce que el punto inicial en la definición de 11,., (X) es 
insignificante. Por eso «y es un сосісћо. 

ТЕМА 2. Sia, == бр para cierta cocadena 6 Є С“ (К, L, nu- (Х)), 
entonces es posible transformar una aplicación f en un armazón (i — 1 
dimensional K™!, no transformándola en un armazón (i — 2)-dimen- 
sional K'-2 y en todo el L de tal modo, que para una nueva aplicación f 
tendrá lugar оз ms 0. 

DEMOSTRACIÓN. Соп las condiciones del lema, sustituimos la apli- 


cación f en la célula 02 por una nueva aplicación /: 0+! > X, de 
manera que ellas coinciden en ĝo}; con esto, un par de aplicaciones 


J. Где la célula 0-2 definen juntas una aplicación Si- -> X, que da 
un elemento —ß (o?) en el grupo лг. (X). Después de somojante 
transformación de la aplicación ў obtendremos para la nueva apli- 
cación 7, el hecho que «y = ж, — 56 = 0. 

El lema queda demostrado. 

Como resultado de los lomas 1 y 2 obtenemos 

cocLUSIÓN: Está definido «ol primer obstáculo» para prolongar 
За aplicación ay € H' (K, L; ту (X)) al intentar la prolongación 
de la aplicación ў del subcomplejo L U К‘! en el complejo L U K‘. 
Su igualdad a сего os suficiente para la prolongación (véase el lema 2). 
Evidentemente, es posible la prolongación, si ли, (X) = 0. 

prontema 2, Sean: nq (X) = 0 con і< 4, у f: Кї X, una 
aplicación de un armazón g-dimensional. Sea que X no tione células 
de dimensiones 0 < р < q — 1 (un complejo reducido, véase $ 4). 
Entonces, cualquiera célula o? del complejo К define el elemento 
$ (0%) Єл, (X) mediante la aplicación 0% > X. Demostrar que el 
obstáculo para prolongar esta aplicación сп el armazón K*+ es una 
cocadona т; = 88. En particular, la aplicación f se prolonga еп 
K™, si р ез un cociclo. 

В. Consideremos un «obstáculo para la homotopía» do dos apli- 
caciones f y g: К — X, que уа coinciden еп el armazón K%, En 
cualquiera célula 0% ст K? del armazón КФ tenemos dos aplicacio- 
nes 7, е: o?— X, que coinciden en la frontera: f looq=g laog. 
Conjuntamente / y g dan una aplicación de la esfera 5% —- X. Este 
es un «elemento distintivo» æ (0%, f, g) E л, (X). Así, tenemos una 


«cocadona distintiva» 
«(в fe 8) E q (Х). 
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PROBLEMA 3, Mostrar, que ô% = 0. Mostrar que para un caso 
а = бф es posible cambiar la homotopía entre f y g en un armazón 
K™, sin tomar el armazón K“*, y después tendremos а к= 0. Por 
eso la distintiva se encuentra en + (К, л. (Х)). 

PROBLEMA 4. Sea que tenemos un раг (K, L), LE K y sea dada 
una aplicación f: L—» 7" en uw toro n-dimensional. La condición 
necesaria de la prolongación de la aplicación f de L sobre К es la 
signiento: si y Ex, (Z) y el encaje 2: L— А transforma este ele- 
mento en la unidad. ё, (y) = 1, entonces debe ser fẹ (ү) = 1 en el 
toro 7”, Demostrar que esta condición es suficiente para la prolon= 
gación. Demostrar que para prolongar la aplicación es también sufi- 
ciente una condición análoga en las homologías. o sea para y€ H, (a. 
Tal situación surge, por ejemplo. en la teoría de nudos (véase [1], 
parto II, $ 26). 

PROBLEMA 5. Hallar un conjunto n (К. 7”) de clases homotó- 
picas de aplicaciones K — 7” (particularmente, рага n =- 1 en 81), 
Con mayor generalidad: sea X = K (D, п) un espacio tal («complejo 
de Eulenberg-MacLanc»), que л; (X) == 0, is n, y an (X) =D ев 
un grupo ab pna. Demostrar que л (К, X) = Н" (К, D). Vori- 
ficar para n = 1, gue Mi К. D) ул (К, X) зе determinan por los 
руча lai л (К) — D. Esto resultado sobre л (K, X) es justo 
para los grupos no abelianos D соп n = 1. Ejemplos: 


n=1t:D=2, K(2,1)=8!. 
Dz pi EK D peT 
D= n, (Mi), K (D, 1) = М} (superficie del género р;>1), 


D=Zm, K (D, 1)= 5", Ta pann m=2 tenemos А (Zz, 1)= 
=RP™ o RP“, М 

D=P (grupo libre), К "1)=8S'V ...Y S! (ramo de 
circunferencias). 

Пау muchísimos ejemplos de espacios К (0. 1) con distintos gru- 
pos D = m (X). El único espacio, que se construye simplemente, 
K (D, 2) es el caso n=2, D =Z, K(D, 2) = Сре = $°/$> 
(véase [1], p. 1, $ 24). 

PROBLEMA 6. Sea X” un complejo de dimensión n. Hallar las cla- 
ses homotópicas de aplicaciones К” —> 5". Demostrar la igualdad 
л (К", 5") = Н" (K”, Т). 

С. Es completamente análogo el problema de construcción y de 
homotopía de secciones de espacios fibrados E 2 В con fibra Р. 
donde la Базе B está representada en forma de un complejo simplicial 
o celular. Otra vez, para hacerlo más fácil, suponemos que la base Y 
es simplomente conexa (o. más débilmente. д, (B) no actúa en los. 
grupos лу (F) mediante traslaciones) y Ја fibra F es también sim- 
plemente conexa u homotópicamente simple. 


$ P Teoría de los obstáculos ит 


Sea dada una sección q еп un armazón В! c В. Sobre un sim- 
plex 09 с B? se tiene un producto directo р”! (0% = 0% x Е. 
En la frontera ĝo? = 8-1 so tiene ира sección y: dal — 00% x Р, 
donde py = 1. Por eso está definida la aplicación 90% = 591 > F, 
que da un elemento æ (0%, Ф) E л. (F) (cocadena obstaculizadora). 

PROBLEMA 7. Demostrar que E = 0. 

PROBLEMA $ Demostrar que рага a == В es posible transformar: 
la sección en el armazón B%!, no tocándola en B%?, que с = 0. 
De manera que а Є H° (В, ng- (Г). 

PROBLEMA э Sea que Ja fibra св una esfera 591 = Г. Mostrar 
que el obstáculo a € Н (B, луу (F)) es una sclase de Eulers de 
espacio fibrado, (véase [1]. parte 11, $ 25), definida con ayuda de 
conexión en un espacio fibrado con impares д — 1 para los espacios- 
fibrados con un grupo G = SO (4) como un elemento de H° (В, R). 

PROBLEMA 19. Consideremos un obstáculo para la homotopía de 
dos secciones q, y чу: В —> E. donde pg, == рф» = 1. Sea que coin- 
ciden las secciones en un armazón B- ст В. Determinar el obstá- 
culo para la homotopía y estudiar sus propiedades 


a (Mas Ф) € H° (В, л, (Р). 


EJEMPLO! Sea contri 
entonces, siempre existe la 
tópicas. Por ejemplo: 

a) F es un conjunto de métricas de Riemann positivas (en un pun- 
to dado) sobre una variedad Л/", Sabemos (véase [1], parte II, $ 8), 
que siempre existe la sección (métrica) y que dos secciones (dos mé- 
tricas positivas) son homotópicas, y entonces es posible unirlas con 
una curva, Si la métrica cs indefinida (por ejemplo, de forma (р. 9). 
éntoncos, este resultado no es correcto. ¿Cuáles son los grupos su (F). 
рага este caso? Notemos, que F = GL (n, AMO (p, 9). p + q = п. 

F es un conjunto de esuperficies horizontales» en un punto- 
dado de espacio Е —- B о de conexiones (véase [1], parte II, $ 24), 
donde fue demostrada la existencia de la conexión). 


table la fibra, л, (F) = 0 para todo i; 
sección, y lodas las secciones son homo- 


rymrLo 2 Sea E 2 В un espacio fibrado con un grupo G = 
= 0 (n) y una fibra R”. Consideremos un espacio fibrado asociado 


de k-jalonos (ortonormalizados): E, 7> B, la fibra Р, = Vp, (varie- 
dad de Sticfel de l-jalones en Я"). En particular, рага Ё = n, te 
nemos Р, = O (n), y para k = 1, tenemos F, = S”=l, Los conoci- 
mientos sobre los grupos homotópicos de fibra los obtenemos de [1], 
parto II, $ 24: 


л. (Var) i<n—k, 
Ж. n—k ез impar, 


аа (Ул. »=f Za, n—k es par. 
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La clase obstaculizadora de cohomologías para construir secciones 
de estos espacios fibrados tiene forma («el primer obstáculo») 

a EH" (В, лж (Рл) 


рага todo А =0,1,2,...‚,пһ—1, 
DEFINICION 1. La clase œ, (mod 2) se denomina «clase de Stiofel— 
Witney» de espacio fibrado y se designa por 


Иа алаи (mod 2) E H° (B, Za), q=1,....R. 
se supone We = 1 y se forma un «polinomio de Stie- 


Por definició 
fel-—Witney» 


W)=14W,t4...+Waldo.o. 


donde ¢ es una variable formal. A las clases de Stiefel —Whitney de 
una variedad suave M" las llamaremos clases de espacio fibrado tan- 
gente. 

PROBLEMA 11. Demostrar, que la igualdad W, = 0 es necesaria 
y suficiente para orientabilidad de la variedad M1”. Mostrar, que 
W, es una característica de Buler (mod 2). 

PROBLEMA 12. Demostrar, que para los productos directos de 
variedades (о para los productos directos de espacios fibrados) te- 
memos 


W()=W(0W:() 


(el producto en un anillo de cohomologías #* (, Z,) y W, Й son 
polinomios de Stiefel—Whitney de los factores). 

PRrosLesa 13, Demostrar, que para un ospacio fibrado no trivial 
unidimensional estándar y sobre RP” («cinta de Moebius», убаво [1], 
parte П, $ 24) tenemos 

W()=14+W,t, W,EH'(RP”, 23) =2,, W, 0. 
«Calcular un polinomio de Stiefel —Whitney de un espacio fibrado tan- 
gonte т sobre RP”, utilizando el siguiente rosultado: 19 1 = 
=n Ө... O т (véase el problema 1 de [1], parto II, $ 24). 

PROBLEMA і. Examinar / campos vectoriales зң, . + -+ па sobre 
una variedad M” (en posición general). Surge un «ciclo de singulari- 
«dades», donde los campos son linealmente dependiontes. Mostrar, 
«quo esto es un ciclo (mod 2) en un grupo Hr, (M1”, Z4), dual, según 
Poincaré, a una clase de Stiefel —Whitnoy Wp -n+1- 

EsEMPLO з. Consideremos un espacio fibrado complejo E > B 
«con fibra С" y un grupo б = U (п), y los espacios fibrados asociados 
do k-jalones unitarios (complejos) en él Е, Ž B, fibra Р, == ИС. 
“Conocemos los grupos homotópicos (véase М], parte П, $ 24): 


UVA)=0, 22(0—), nanas (У а) =Z. 


69. Teoría de 105 obstáculos из 


El primer obstáculo para construir la sección del espacio fibrado 
E,» В es un clemento de cohomologías con coeficientes enteros 


nors EUA (B, demas (VÈ „)у= Н+ (B. 2). 


DePINICION 2 La clase с, se denomina «clase de Chern» (q = 


=1, ......) del espacio fibrado E > B. Si B = M* es una variedad 
compleja, ontonces, las clases de Chorn del espacio fibrado tangente 
se llaman clases de esta variedad. Se introduce el «polinomio de 
Chern» 

(0 = 1+0 +... еа +... 


donde £ es una variable formal. 
PROBLEMA 15, Demostrar que para el producto de espacios fibra- 
dos (o variedades) es justa la fórmula 


c(t) =T (HE (t), 


donde С, © son polinomios de Chern de factores. 
PROBLEMA 16. Mostrar, que para un U,-ospacio fibrado estándar 
п sobre ОР" tenemos 


cl)=1+ct 


donde e, € H? (CP”, Z) es un elemento básico. 

Д Hallar el polinomio de Chern de un espacio fibrado langonte т 
sobre CP", utilizando el hecho de que 198 1=n90...0n 
fidemuéstrelo!, véase [1]. parte Il, $ 24). 

PROBLEMA 17, Mostrar que para variedades complejos Л/2" la 
clase ch coincide con la característica de Euler. Hallar los polino- 
mios de Chern de las superficies de Riemann. 

PROBLEMA 18. Mostrar que es posible reducir un grupo estructural 
del U (n)-espacio fibrado a SU (л) si. y sólo si, e, = 0. 

PROBLEMA 19. Para un ospacio fíbrado complejo-conjugado E 
aun espacio fibrado E con base B (véase [1], parte 11, $ 24) demostrar 
la igualdad 


e(t, —с(— 


0 Car (E) = cu (E), 
Cai (E) еи. Ф. 

PROBLEMA 20. Demostrar que las clases de Chern cq. consideradas 
en el grupo 4% (В, R), coinciden con las definidas mediante cone- 
xiones en los espacios fibrados (véase [1], parte II, $25) Esto resulta, 
especialmente fácil para la clase сү. De manera que las clases, ante- 
riormente definidas como expresiones del tensor de curvatura (des- 


201126 


14 Cap. 1. Recelas del cólculo de homologías 


pués de normación) tienen siempre integrales con coeficientes enteros 
por ciclos en cualquier espacio fibrado. 

PROBLEMA Demostrar. que el polinomio de Chern (mod 2) 
de un espacio fibrado complejo E define el polinomio de Stielel — 
Witney del mismo espacio fibrado como real. o como espacio fibrado 
rë, donde r es una operación de «materialización» — véase [1], 
parte Il, $ 24. 

туем 4. Consideremos un О (n)-espacio fibrado real y. Es 
posible «complexificar» este espacio fibrado (véase [1], р. 11, $ 24): 


тоер =E 
El espacio fibrado Ё = сп tiene un grupo G = U (n) у зій 


«autoconjugado». Esto significa que los espacios fibrados E y E son 
isomorfos: E œ E (comprobarlo). 

perrsicion з Las clases de Chern de (—1)'c2, espacio fibrado 
complejo Ё = en se denominan clases características (de Pontriaguin) 
de un espacio fibrado real 1 y se designan por p; (m) € 1% (B. Z). 


Del isomorfismo E л Ё obtenemos 
Cas (E) = Cos (E) = pi M)» 
Cam (E ешн (8), 
у, debido a ello, 2c7141 = 0. Por eso, no se consideran las clases 
сыза en el caso real. 
ProsLema 22 Calcular las clases р, (Cp"). 
promzema 23 Hallar la clase р, (Mé) para una variedad по 
singular M*, dada en СР? por una ecuación (ел un dominio finito 
Сэ © CP?) de grado n. 
probtema 24. Demostrar la coincidencia do las clases p; соп las 
clases, definidas mediante conexiones en los espacios fibrados (véase 
11, parte 17, $ 25). 
promtema 25 Demostrar que si una variedad orientable M 
es un borde de una variedad orientable, o sea, M4 = 2075, entonces 
р, (М9) = 0. En forma general: si M” = 0W"*, entonces cada poli- 
nomio do dimensión л de las clases W, у р, es trivial (para un caso 
mo orientablo, sólo de Wa). Expresar Таз clases р, (mod 2) mediante 
s 


$ 10. Homologías y métodos de cálculo de los grupos 
homotópicos, Teoremas de Cartan-Serre. Operaciones 
cohomológicas. Espacios fibrados vectoriales. 


I. Noción de operación cohomológica. Ejemplos 
Es muy difícil el problema de cálculo de los grupos homotó: 
picos de variedades y de complejos finitos. Este problema es inso- 
Ñuble algorítmicamente en el más fuerte sentido de la lógica mate- 
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mática para los complejos no conexos simplemente, donde un grupo 
я, actúa sobre todos Jos лу. Incluso para un caso más importante 
y simple de los complejos simplemente conexos (por ejemplo. esfe- 
ras) el cálculo concreto de los grupos homotópicos resulta un pro- 
Мети muy difícil, no resuelto. Los métodos geométricos directos 
permiten obtener algunos resultados sobre los grupos homotópicos 
(véase 111, parte 11) en ciertos casos particulares. Se consigue formular 
métodos rogulares do cálculo de grupos homotópicos basándose en la 
teoría homológica de los espacios fibrados junto con la teoría de las 
homotopías, formuladas más arriba. Mostraremos aquí un modo de 
obtener información sobre las partes infinitas de grupos homotó- 
picos л, (K) ® Q, donde Q es el campo de los números racionales 
para los complejos simplemente conexos, loque ya fue examinado 
parcialmente en los problemos del $ 8. Notemos que el cálculo de la 
parte finita (torsión) de los grupos homotópicos лі (Ж), como se verá 
más abajo, exige desarrollar métodos incomparablemente más com- 
plejos. La base de todos los métodos algebraicos para calentar los 
grupos homotópicos. salvo ya formulada teoría de Jas homologías, 
son las llamadas, «operaciones cohomológicas», es decir, aplicacio- 
nes 0: H° (К, L: G) > H" (К, L; б). que tienen las siguientes 
propiedades: 

a) La aplicación Ө está def 
y es homolópicamente invariant 

b) la aplicación Ө es 
o «covariante»): eslo signifi 
binuas /: (K, Д) = (К, 17) 

Ө/* = 7*0. 

Emmo: Ө (х) = 2", donde z € H°? (K, L; G,). Ачи p = mg. 
Рага б, = С, = Zp, donde m = р ев un número primo, tenemos 
= ж” + y”, Ө (л) = 20 (х). ya que à” — А. En este caso 
plicación lineal. Para el campo racional Q = G, = G, 
ación Ө по es un homomorfismo. 

EJEMPLO 2. Ө (2) — 8, (2). donde x € Н (K, 1; 7). ё, (7) € 
єн“ (К, L; Zp). 

La definición del homomorfismo $, fue dada en el $ 3: si el elo- 
mento x se representa por una cocadena con coeficientes enteros 


ТЕС" (К. L; Z), т = т mod p. entonces был = (+5) módulo p. 
Se tiene una generalización natural б,. $ 3, de un homo- 
morfismo бу = ё„: six € Ker б„. о sea, la cocadena (+6) mod p 


a para todos los complejos К. L 
alural» (otros términos son «functorial» 
que ella conmuta con aplicaciones con- 


es cohomológica a cero, entonces, $z = py 1 Ас Por eso está 
definida la relación 
y (mod р) 82 (2) == 6162). 
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pronta 1 Verificar que ӧ, es un homomorfismo correctamente 
definido 


HK, L; Zp) c Ker H% (К, L; 7 „у/шбу, 


que conmuta con las aplicaciones continuas, o sea, /*8, = 8,/%. 
Construir, por analogía, homomorfismos superiores 


ôr: N Кегӧ, = HHY Im б. 
ich ES 


Los homomorfismos б. si k>2, no están definidos por doquier 
y son multiformes. Por eso a ellos se los llama operaciones cohomoló- 
gicas «superiores» o «parciales». El valor de los homomorfismos бу 
es el siguiente: si conocemos la estructura de 1% (К. L; 2 p) y la 
acción de los operadores бу. entonces podemos reconstruir un grupo 
de cohomologias con coeficientes enteros /7* (K, L; 2)/Ть, donde 
Г» es una parle periódica del orden, primos entre sí con р. 

proscgma 2. El núcleo de todos los 5, sobro Н" (К; Zp) os el 
resultado de la reducción del mod p de un grupo con coeficientes 
enteros Н* (K; 2). 

PROBLEMA з. Six == бу y 29 бс cuando g< k, entonces ol 


elemento = representa un elemento generatriz 2 € Н» (К; 2) do 


orden p*. 
De oste modo, ol conocimiento de los operadores $, рага 10408 


los p en las cohomologías H* (К; Z p) (о en las homologías Hy (К; Z „), 
donde están conjugadas a las cohomológicas) permite reconstruir las 
homologías y cohomologías con coeficientes enteros. 

Los operadores $, tienen las siguientos propiedades; 

a) están definidos en todos los grupos H° para todos los q (o en 
sus subgrupos) y son homomorfismos; 

b) conmutan con un homomorfismo $ de la sucesión exacta del 
par (Icomprobarlo]) 


не(К, L; 2,) > H% (K, L; Zp), Sôa = nô- 


Si А = 4, la operación б, = ô, está definida por doquier y es uní- 
voca. 

реғтмістох i Las operaciones Ô, que tienen las propiedades a) 
y b) se llaman «estables». 

La causa principal, que facilita los cálculos de los grupos homo- 
tópicos m (k) ® Q, оз la ausencia de operaciones cohomológicas по 
triviales (que no se reducon a una operación de elevación a potencia) 
еп las cohomologías racionales 17* (; Q) (esto será demostrado más 
abajo). La única operación cohomológica «estable» en las cohomolo- 
gías racionales (reales, complejas) es la de multiplicación por un 
número (escalar): 


Ө (х) = Аа: H" — Н. 
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El ejemplo 401 operador 3, muestra, que las cohomologías 
Не (; Zp) tienen operaciones cohomológicas estables no triviales. 
Sin demostración, indiquemos que hay muchas operaciones estables 
по triviales en las cohomologías de módulo p (véase [45)). 

Teorema 1 (Steentod). 1) Sea р == 2. Para cualquier número 
1520 se tiene una operación cohomológica estable Ө. designada por 
80. que da un homomorfismo 

54: MiK, L: 2) НК, L; Za) 


para todos los q. La operación Sg' tiene las siguientes propiedades 
а) Sg (æ) = 0. si g < i; 
b) SP = 1; 
є) Ss (x) = 22, g= i; 
4) Sqiy= Y 8 (2) Sa (у); 


2] 

e) Sql (2) = б.с. 

2) Sea р> 2. Раға cualquier і у> 0 están definidas las opera- 
ciones estables St, 

Sth: Н% (К, Liz Zp) HH P-D (К, L; Zy) 

tales. que 

а) Stp U) = 0, q< 2i; 

b) 815 аә 1; 

с) бібл) a”, = 20 

а 9 (20) = D SH St W) 

F 

Todas las operaciones estables se expresan por medio de productos 
(superposición) de operaciones de Steenrod (es un teorema dificil). 
Hay entre ellas relaciones algebraicas no triviales: como se aclaruá 
más adelanto, toda esta estructura crea un proceso complicado para 
calcular la parte finita de los grupos homotópicos. Notemos, que Ja 


más simple ilustración de tal empleo es la estructura de un complejo 
bicelular: el elemento æ E ль. (85%) деце un complejo bicelular 


К = Очу „89 


tal, que 
н (Кы бу= Gp Не (Кд 


(que forman, correspondientemente, 2 у w). Para el caso g = n, 
lee q 4 = 2n, esto complejo se examinó en el $ 7. 

1enas. Si se halla una operación cokumológica no trivial 
Ө: бү) => Н+ ; Ga) tal, qued (2) 350, entonces el elemento 
25е 0, donde хЄ np- (Sd. 
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pemosritaióx. El tipo lomotópico de un complejo К. para 
20 Попе forma de ramo K, ~ S™*=y 59. Consideremos la apli- 


cación K,¿—8S?, idéntico en un sumando $? y que proyecta el 
segundo 599 en un punto. Puesto que S'E Ку, tenemos una 


proyección К. К. tal, que 


O a*s 0 HH H, 


Puesto que @ (л*) = д*@ (2). por detinición de operación cuhomoló- 
gica, tenemos que 0 = 0 (a*,) = 0 (z). El lema queda demostr 
Un ejemplo trivial: q 
= my (SU) 0 = бы H* (K; Za) A ч (К: Za). 
11. Complejos de Eulenberg—MacLane y operaciones. 


Ya introdujimos «complejos de Lulenberg— MacLane» K (D, n) = 
= К tales. que 


ла (К) = 0, л; (А) = 0. jén 


(véase el $ 9). Tomemos como un hecho que tales complejos existen 
{véase 145]) para todos los (D. п) y que son celulares о homotópica- 
mente equivalentes a ellos. 
Es evidente lo siguiente: 
K (D; X Da, n) = К. n) х K (Da п), 
Q (К (0, n) = K (D, n — 1). 


Efectivamente, utilicemos la siguiente igualdad (véase (11 
parte Ш, $ 24): л, (Q (X)) = лу, (X). 

Tiene Lugar el siguiente 

Teorema 2. Para cualquier complejo celular Х la clase homotópica 
de la aplicación f: X > K (D. п) es definida completamente por cterto 
elemento de un grupo de cohomologias г € Н“ (X; D); es justo el iso- 
morfismo canónico [X; K (D. т) = H" (X: D). 
= imosreacron. а) Sea dada una cocadena 2 € С" (X; D). Damos 
la aplicación del armazón Х"-2 en un punto. Demos la aplicación en 
el armazón X” así: a una célula o" ст X” lo corresponde un elemento 
2 (0") Єл, (К (D. m)) = D. La frontera ġo” ya está aplicada en un 
punto. Apliquemos la célula 0" — K (D, n) en concordancia con el 
elemento 2 (с") de л, (K (D, n)). Prolonguemos la aplicación en 
un armazón X"*, Este es posible si, y sólo si. бт = 0 (véase el $ б). 
En adelante, suponemos por inducción. que en el armazón Х'! 
ya está construida la aplicación /: X"™ > K (D. п). Ya que 
n; (K (D. n)) = 0 cuando ј з= п. el obstáculo para prolongar la 
aplicación ў es igual a cero, y prolongamos las aplicaciones por los 
armazones sobre todos los Х. 
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b) Sean dadas dos aplicaciones 


X > K, g: Х —> К, construi- 


das por dos ciclos cohomológicos 7. z, 2 — 2 = ôy; es posible, en 
concordancia con el § 9 transformar la aplicación / en el armazón 


de dimensión n — 1 de tal modo, que z -> 2 — бу. Después obten- 


dremos z = 7. Se deduce de ln igualdad de todos los grupos лу (K) 
рага ў > n, quo las aplicaciones son homotópicas. 

ЕІ teoroma 2 queda demostrado. 

Teorema 2, Е conjunto de todas las operaciones cohomológicas 
ә: Н" (М, L; р) > H” (M, L; G) está en correspondencia natural 
reciprocamente univoca con los elementos del grupo HP (K; G) = 
= HP (K (D. п); ©. 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos un elemento «canónico» u È 
ЄН" (K (D. п); D), que se define así: por el teorema de Hurewicz 
tenemos que А, (К (D. n), 2) =n, =D. Luego, H” (K; Gi) = 
= Hom (0, G,). donde Нот (D. бу) son homomorfismos de un 

upo abeliano D еп бу. Si D = бү, entonces en un conjunto 
Eom (D, D) so teneur alomelo «илана a'€ Hom (0. Дуо аё, 
un homomorfismo idéntico. De Ја domostración del teorema 2, vomos; 
que la correspondencia 17% (X. D) æ (X, K] se establece así: si está 
lada la aplicación f, entonces 


Me бй €H" (X; D). 


Demostremos el teorema 3. Si se da la operación cohomológica 0, 
entonces queda definido el elemento Ө (u) € HP (А; G). Tenemos la 
correspondencia 0 —> Ө (и). 

Sean dados el elemento # (u) € Л? (К; G) y cualquier comple- 
jo X. Fijamos el elemento z € А" (X; D). En virtud del teorema 2 
tenemos una aplicación /: X —> K, donde /*и = z. Suponemos, que 
0 (2) = Ө (f*u) = f*0 (и). El teorema 3 queda demostrado. 

TEOREMA & Paya cualquier grupo abeliano finitamente engendrado 
D el anillo de cohomologías Н*(К (D, п); Q) es un álgebra anticon- 
mutativa, engendrada por las generatrices de un espacio lineal D* = 
= Hom (D, Q) = H” (K; 4). 

DEMOSTRACIÓN. El grupo D es una suma directa de los grupos cfeli- 
ts D = Z x > XZ X Zm XZm, X ... Demostremos 
ahora para D =Zm, que H° (K (D. п); Q)=0. q>0. Para 
K = K (D; 1) esto fue establecido en el $ 9, ya que 


K (D, 1) =S°/Zm = LNI (1, aaa 1) М->оо. 


Sea que esto ya está demostrado para p < n. 
Consideremos el espacio fibrado de Serre. 


E—>K (D, n), Е= К. п — 1). 
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лу (Е) = 0, j>0. De la sucesión espectral en las cohomologías 
H* (; Q) tenemos £23 = 0, si q >0, 240 = HI (В; С). Por 
eso todos los d, = 0 соп r >2 y Ed? = Ето = Н" (E, хыз 
Por eso Еф? ч (В) = Н (К (D. п)) = 0. Para D = Zm. y pol 
eso para D =Zm, X ... XZm, tenemos A? (K (D, п); ©) = 0 
para todos los q >0. 

Sea D = Z. Consideremos un espacio fibrado de Serre, supo- 
niendo por inducción, que el teorema esté demostrado para todos 
los р < п. Tenemos dos caso: 

а) п ез par, H* (K (D. п — 1); Q) =A lena 

b) n es impar, H* (K (D, n — 1); = Q lun al. 
Debemos deducir de esto y de la condición H° (E; Q) = 0 con 
g> 0, que la sucesión espectral tiene una de las dos formas siguien- 


d=0, 122, in; 
uv? dn(u)=w; dn(v)=0, 


0 | 0 
9° | 1 | o v a о? 
НЕЕ 
» 
й=0, 122, isan; 
2л—2 u? | uw 4 (и) =, dn(v)=0. 
EA 
sa | а | РУ 
E 
o | 1 | A 


Aquí se utiliza sustancialmente la multiplicación cohomológica en 
la sucesión espectral. Después el resultado necesario ya casi está 
evidente de las tablas indicadas, ya que en ambos casos tenemos 
Ер А = 0 para todos los p, 0. 
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Como р=7 х... х2 х, х... х2, el teorema 4 queda: 
demostrado. 


3I. Cálculo de los grupos homotópicos л, € Y 
"Teorema s. (Carian—Serrc). Sea que un anillo de cohomologías 
de un espacio simplemente conexo (u homotópicamente simple) X sobre 
Q hasta la dimensión k es isomorjo a un álgebra libre anticonmutativa 
con generatrices libres ту € Па} (X; Q), donde u; < К. Entonces, son 
justas las siguientes afirmaciones 
a) el homomorfismo de Hurewicz 


H: m (X) © Q > Н, (X; ©) 


tiene un núcleo nulo para todos los i < k — 1. 

b) la imagen H (ту (X) O G) tiene un producto escalar nulo сот 
todos los elementos z € H* (X; Q), los que se descomponen no trivial- 
mente en los productos z = yz, deg y > 0. deg z> 0 

с) el grupo n; (X) ® es isomorjo (conjugado) а un factor 
H' (X; ©)/Г, donde Г se compone exactamente de todos los elementos 
descomponibles no trivialmente en el producto, i < k — 1. 

DEMOSTRACION. En virtud del Worema 4 es justa nuestra afirma- 
ción рага los complejos К (0, п). y por lo tanto, para cualesquiera 
productos directos (aquí / == оо): 


K = K (Di, а) X K (Dy а) X K (Da a) 7... (9) 
A 


Й 

Domos una aplicación Х — K. donde К está construido ер for- 
ma (*) para un juego de 10“ grupos abolianos libres D; de los rangos, 
iguales al número de generatrices libres zy en la dimensión cy. Ln 
virtud del teorema 2 tomamos una aplicación j tal. que /*: 0% X 
X (К; 0) > Н* (X; Q) es un isomorfismo hasta la dimensión X. 
según condiciones del teorema. En concordancia con el procedimiento 
indicado сп el $ 8. transformemos la aplicación f en un espacio fi- 


brado/: X —> К, la fibra #. donde X es homotópicamente equiva- 
lente a X. 

Puesto que /* es un isomorfismo en dimensiones menor que А. 
se deduce de а sucesión espectral de este espacio fibrado inmediata- 
mente: H* (F; ©) — 0 en dimensiones menores, que k — 1. Para 
X simplemente conexos es posible considerar. que el grupo D; no 
es abcliano libro. sino que coincido exactamente con el primer grupo 
homotópico no trivial del complejo X. Por eso 7, es un isomorfismo 
en un grupo лу (А) = л» (K). Así, tendremos л, (8) = 0, de la suce- 
sión exacta de espacio fibrado (véase [1]. parte 11, $ 22). 
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Lema. Si las cohomologías HS (F; 4) de un espacio simplemente 
conexo F son triviales con q <k— 1, entonces п, (Р) ® Q =0 
соп г< — 4. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Por el teorema de Hurewiez el 
grupo nu trivial na, (F) es finito. Consideremos una aplicación 
{espacio fibrado) /: Ё—> K (ла, (F). 2) con libra Fa. Puesto que 
Н* (К (na, (F). 2); Q) = 0, de la sucesión espectral resulta que 
H* (Py б) = H* (F; Q). Con esto, el espacio F, ya tiene un grupo 
nnlo an, (Fa) = 0. л (Py) == 0. 3 ж, Por inducción, reducimos 
el loma al teorema corriente de Hurewicz. El lema queda demos- 
trado. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE CARTAN — SERRE De) lema obte- 
nemos. que л, (F) ® Ñ = 0 para todos los ¿ < k — 1. El tuorema 
sobre el ¡somorfismo de los grupos л, (X) ® Q = a (К) O Q so 
deduce ahora de la sucesión exacta de los grupos homotópicos de un 
espacio fubrado. 

coroLAmIo 1, Para cualquier grupo de Lie son no triviales los grupos 
homotópicos n, (G) ® Q sólo con ‹ — 3 impares. y corresponden 
exactamente a las generatrices libres del anillo H* (G; Q) = 
= N lti -o o дА]. 

COROLARTO 2. Para una esfera S* tenemos 


n=2k п, (5) 90 = 9, Im 1800 = 0. 
пу(08) 0 = 0. jn 28 – 1. 
2n-2k+t:2,(8)9Q=0, 
ys . PARANA 
De la demostración del corolario 2 se deduce del siguiente hecho 
(véase ol $ 7): 


H* (0 (5), Q)= { 


Фіха], п=2К--1, 
Alé DO lton-oh п=2К. 


COROLARIO з. Si X es ип complejo (n— 1)-сопего (o sea, лу (X) 
рага j < п), entonces para todos los grupos ла (X) para q < 2n — 
tenemos el isomorfismo 


H: ny (X) ® Q — M, (X) Q Q. 


La demostración se reduce а! hecho de que los productos de coho- 
mologías pueden surgir sólo en la dimensión 2n. Por oso el anillo 
H* (Х; Q) para un complejo (n — 1)-conexo es siempre libre, hasta 
la dimensión 27 — 4. 

PROBLEMA 4 Calcular los grupos homotópicos de los ramos de 
esferas S* Y S°, л, (S* Y 59) ® Q. 

En todos los casos, el cálculo de los grupos л; (X) ® Q para los 
complejos simplemente conexos se reduce al cálculo de las homolo- 
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gias racionales 11% (Q (X); $). ya que este anillo es un álgebra anti- 
conmutativa libre, en virtud del $ 7. 
COROLAKIO а Si X tiene un tipo homotópico de un H-espacio hasta 

la dimensión М, entonces 11* (X: Q) en un álgebra libre hasta la di- 
mensión N — 1 y tiene lugar el isomorfismo 

(2 aea) = _2 HUA фут, 

а-а 1-а 
donde T consta de todos los elementos descomponibles en productos no 
triviales y M* es un espacio conjugado а А. 


IV. Aplicación a los espacios librados vectoriales. Clases 
características. 


А ~ 
Consideremos una aplicación natural Guy X бим — 
° 
> Grp. мам: engendrada por una suma directa de los espacios 
lineales. Aqui бау es una de las variedades de Grassmann reales, 
complejas y cuaternias. Cuando № —> оо. M — оо, obtendremos Ја 
aplicación 


On < Gima бк, o 
о (véase [1], parto И, $24) 


+ 
Вб, X Вб B (Gysi) 


donde BG, es un espacio clasificador (univorsal) del grupo Gu у Gn 
es uno de los grupos О (п). SO (n). U (n), Sp (л). Ahora notemos, que, 
según los resultados [1], parte 11, $24, con encajes О (н) = O (n 24), 
50 (n) = SO (n + 4), © (n) = C (n + 1), Sp (н) = Sp 4 1), el 
tipo homotópico ese estabiliza»: exactamente esto significa, que para 
cualquier complejo X de dimensión <N hay un isomoclismo de 
clases homotópicas de aplicaciones [Х, BGÌ 


IX, ба, —1Х, Guy oh 
donde N -=k para G = O in), 50 (п). 

2k para G = U (n), SU (n) 
АЕ para G = Sp (n). 


Hablando en rigor, en [1]. parte II, $ 24, esto fue domostrado para 
(х, Gl. Puesto que ду (б) = m+ (ВС). de la igualdad л, (бу, Ga) = 
=) para un encaje (de grupo) Ge = G, so deduce 

sue (ВС, Вб) =0 


рага los mismos valores de £. Por eso el encaje BG, — BG, para los 
pares indicados (бү, б) estabiliza el tipo homotópico. 
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Es posible introducir un elímites Go = 0. 50. U, 5С, Sp: 
0= в 00) 200) ... ONIS 000. 

50-а 500) = 500) SOS 
Uli US ts ar AA кз 


SU — lim SO (1) =SU(2)= ...=SU(N)S ..., 


a SPD E SPIZE E Sp) +. 


No 


Sp= 


Para los grupos Gx los espacios universales BG ~ уа son H-espacios 
Ca X Cu Go. (suma directa), 
BO . во $ во, 
BSO x BS0Š BSO, 
в 


BSU x BSU Š BSU, 


v 
~ ВО ВС, 


В8р х BSp=.BSp, 


donde el papel de sunidad de 2/-сърасіо» ху € BG a lo desempeña 
cualquier punto fijado (¡vorifíquese!). 1: 

nera: el BO (n) tiene un tipo hormolóp 
mensión У = n, el BSO (n), hasta N = n; el BU C yel BSU у 
hasta Ja dimensión N = 2n; el 3Sp(n), hasta la dimensión N == 4п. Más 
adelante (véase $ 25) so mostrará, que BU = Q (0), BSp = 
= Q (9 (Q (SO), BSO = О (О (О (Sp). 

Conocemos los anillos H* (С. &) рага С = 50, U, SU, 5р, 
véase $ 7. De manera que, en virtud del teorema de Cartan — Serre, 
conocemos los grupos л, (б) O €, véase el corolario 1 más arriba. 
De este modo, los grupos л, (26) Y Q = л; (б) ® Q son también 
conocidos para nosotros. Al mismo tiempo, la base de los espacios 
conjugados (л, (BG) O Q)* hasta la dimensión N, coincide con la 
base multiplicativa del anillo H* (BG; €) hasta la dimensión N 
(véase más arriba), ya que BG tiene un tipo homotópico de //-espacio 
en estas dimensiones. 

Además, los anillos 17* (BG; Ç) siempre y en todas las dimen- 
siones son álgebras anticonmutativas libres, incluso si BG no es un 
H-espacio. Esto se deduce del siguiente problema (teorema de Bore): 
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promLema 5 Sea dado un espacio fibrado de Serre Æ — Б, la 


е 
fibra Р = Q (В). donde E es contractable у B es simplemente cone- 
xo. Si H* (Е; Q) es un álgebra exterior, entonces H* (B; Q) es 
un álgebra de polinomios. Para el caso H* (F; ©) = A [el este 
teorema fue demostrado más arriba. Demostrar, al principio, este 
hecho para H* (F; Q) = A [zi 23], después para A [г ду, 23] 
etc. 
Para los grupos G tenemos: 


H*(BSO (2k); Q)=Q lPi» - 


э Preso Xle deg p= 4, 


deg y= 2k, 
рь = 0 

H* (BSO (264-1); 6) =Q [Pis ---» Р, deg pi 

H* (BU (k); Q) = 1 lers deg c; 

H* (BSU ( lez deg cı = 2i; 


H* (BSp (k); Q)=Q [Yo ---+ Yi deg ү; = 


Con esto, de una construcción explícita de clases características de 
Chern с, (y la construcción explícita de todas las demás clases que 
do ella se deduce, véase el $ 9) sabemos, que las clases ci у, ру. Yi 
tienen cooficientes enteros, es decir, pertenecen a una imagen 
H* (BG; 2) — Н* (BG; Q). Siguiendo el análogo homotópico de la 
técnica ordinaria de la teoría de grupos de Lio, ligada a un subgrupo 
de Cartan (maximal conmutativa), consideremos también el caso 


de toro maximal Т" < б: 
TE SO (2H), 
т* = 6002641). 
тке 0 (k), 
TA E SU (№), 


TE Sp (h). 
Рага б, == Т" tenemos. según los resultados del $ 7 (más arriba): 
BO, -BT"=-2P" 


¿alo ШЄЛ(ВТ"; Z). 


promuema y Demostrar que la aplicación 


H* (BG; Q) > HABT": ©) 
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no tiene núcleo (homomorfismo) y la imagen Ini /* se compone exac- 
tamente de polinomios invariantes respecto al grupo de Weyl. Рага 
U (п) el grupo de Woyl se compone de todas las permutaciones de 
Jas generatrices tı. Рага SO (2n) el grupo de Weyl también contiene 
reflexiones de los pares (li. t;) > (—1¡- —tj). Para SO (2n + 1) cl 
grupo de Weyl contiene también todas las reflexiones #, > £;. 

Para Sp (н) el grupo de Weyl es el mismo que para SO (2n + 1). 

Así, la imagen Im ¿* (H* (BG; Q) <= П* (87°; Q) es do la 
forma: 


а) SO (2k), ip) У MB 0). 


b) SO(Qk+, *(p)= Y th 
al 
с) U (k), ire) а. 23 Е 


“© жу 
Ф Spik), rms Y п, -e th 
isci 


Comparar estas fórmulas con 11), parte 11, $ 25, donde se escogió 


mios de Newton»: Y) I'= Gm- 
las fórmulas de Ta relación entre las clases 


la base de los «polin 
PROBLEMA 7 Dedu 


€, y ©. Hallar las fórmulas para las clases ру (78) para hacer real un 
U-ospacio fibrado E mediante las clases с, (E). 

PROBLEMA в Deducir los hechos indicados sobre las cohomologías 
H* (BG; Q) de las sucesiones espectrales, escogiendo los espacios 
fibrados necesarios. 

PROMLEMA 9. Demostrar, que para un complejo X de dimensión 
<N, los clases homotópicas de las aplicaciones [X, BG). o las cla- 
ses de equivalencia de los espacios fibrados vectoriales «estables» 
con fibra А", C", Н“ (los H son cuaternios), forman grupos abe- 
lianos, puesto que BG es un H-espacio (N = т para O, SO; N = 2n 
para U. SU; N = ån para Sp). La adición de las aplicaciones 
X > BG se engendra mediante la multiplicación ф en BG (o mediante 
la suma directa de espacios fibrados, véase más arriba). 

Demostrar Jas igualdades 


ІХ. BG,] ® Q=Hom (H* (BG,: ©). H* (X; Q) 


(se tienen en cuenta los homomorfismos de los anillos) o, Jo que es 
lo mismo: en un grupo ІХ, BG,.1 los espacios fibrados vectoriales son 
definidos completamente por las clases características, con exactitud 
hasta Jos elementos de orden finito. 

La suma directa de espacios fibrados so defino por el encaje Че 
bloque (analógicamente para O, SO, SU, Sp): 


U (m) x U (п) с U (m + п). 
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Con esto los toros maximales se multiplican directamente. Los juegos 
de las ae Бу... ln E HP (ВТ; Q) para 0 (т) у... 
t% € H? (BT; Q) рага U (п) forman un juego de generátrices 
bre- -e fmen E A? (BT"*"; Q) para el grupo U (m +n). Aquí 
ti = t; para 16 іту іы = 65 para Í<j<n. 
Descomponiendo un polinomio simétrico elemental i (ty 
- 01 bn+m) mediante су (fi, - - -1 tm) 
obtenemos las fórmulas de adición, inc 
ción: 


у с 04 
das en е1 П 9% Sin' demostra- 


O, para Ја magnitud с(2) = У) czt, e (=) суў, с" (2) = 
Deja", co=1, tenemos: 
є (у= с' (2) 0” (2). a 
Ahora consideromos el «carácter de Chera» (G = U (n): 


3 exp (26) = Ў (3 sem), 


imi meo 


chë 


Рага la suma ED т tenemos 
ch (È + n) = ch Ẹ + cha. (2) 


ьновгмд 10. Deducir formalmente (2) de (1) y viceversa, sin 
recurrir a las generatrices £, en un toro maximal. 

El producto tensorial de espacios fibrados E 8 y se determina 
mediante el encaje (análogamente que para O, 50) 


U (m) x U (n) = U (mn). 


Con esto, los toros maximales están relacionados de una forma más 
compleja: se tieno una aplicación de toros 


pu qe Zen, 
вт" x ВТ" = BT™ 
tal, que 


4% (tm) = 654-0. (3) 
donde 
tn EH (BT"" Q), 14E H?(BT"; Qh 
EH? (BT™ Q). 
La fórmula (3) se deduce inmediatamente de la fórmula explicita 
para la aplicación q en Jas matrices diagonales (¡verifiquose!). 
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De la fórmula (3) se deduce que 
ch EG ч) = сећа, 4 
por cuanto 


езерце (È ерсе) E 


= Ў) exploit) =4* [0 exp сш) 3 
з з 


oxp ci) = 


Para los espacios proyeclivos complejos СР" tenemos (véase el pro- 
blema en [1]. parte 11, $ 24) 


T(P) Фі = Ф... 9 y (1 +1 sumandos), (5) 


donde e, (n) = £ E H? (СР; 2), v (€P), cs un espacio fibrado 
tangente. De la fórmula (5) junto con (1) obtenemos 

(Us =i 40124 oo 4 Ca" 
121 + р, ярый (6) 


+... = Баа = t para un espacio fibrado t Ф 4 
у рі (1) = (сы (т Ө 1); рог definición de clases pi (y) = 
= (—1)! сы (ey); pero рага ү = гЁ tenemos су = cr = $ @ Ё 
(véaso 141, parte 11, $ 24). Como с, (E) = (—1)' cı (E), obtenemos: 
рб) = — (1 Ө 1) = й, ри (9) = 0, >A 
Do aquí зс deduce que 
m=i cune, 
(41+ p (0) 2) = (1—2) = p (CP). (7) 

ловцем it. Hallar el carácter de Chern de los grados simétricos 
SIE y de los grados oxteriores A'E del ('-espacio fibrado E. 

propuesta 12. Hallar las clases y el carácter de Chern para los 
productos directos CP” 9... © СР": 

>вовшемл їз. Examinar la clase с, para variedades X4"!, dadas 
en CP" por una ecuación algebraica (no singular) de grado k. De- 
mostrar que la condición c, (AF!) = 0 es equivalente a k = n + 1. 

PROBLEMA 14. Hallar la característica de Euler у(Х%^') y el 
número [сї7!, {Ху !]). 

promtema 18. Investigar los casos А = 4, k = З. Hallar las ho- 
mologías X3. 

PROBLEMA 10. Demostrar que las hipersuperlicies dadas por la 
ecuación no singular en CP”, son simplemente conexas. 


ta 


$ 10, Cálculo de grupos homotópicos 129 


V. Clasificación de las operaciones de Steenrod en las di- 
mensiones pequeñas 
Trataremos de mostrar un método de cálculo de los grupos 
homotópicos de esferas, basado en el hecho de la existencia de la 
sucesión espectral con sus propiedades formales (véase el teorema do 
Leray), la existencia y las propiedades formales de las operaciones de 
Steenrod 54 y Sti, y también de los complejos de Eulenberg — 
MacLane К (л, n) para л = Z, Zpn (y de este modo para todos 
los grupos abelianos con un número finito de generatrices). Para esto 
es necesario calcular, al principio, todas las operaciones cohomoló- 
gicas de mod p. Construimos un complejo К = К (л, п) para cual- 
quier grupo abeliano, según el siguiente esquema: 
а) se tiene sólo una célula o° € K (л. n); 
b) по hay células de dimensión і, donde 1 < i< n — 1; 
c) las células оў están en correspondencia biunívoca con las ge- 
neratrices z; € m; 
d) las células оў+! se pegan al armazón К" ya construido con- 
forme a las relaciones y, entre las generatrices zy de un grupo л, 


кча (до) и к^, 
Ya 

v= (У) Anzi = 0, Ap son números enteros}, үү: доң*! —> К". Para 

sl armazón K"+** obtenemos 


m (K"*)=0, ¡<n, 
Rn (Ki) n. 


Escogemos alguna base de las generatrices a€ nns X (X"+) у 
hagamos pogadura de célula (véase el $4) 


(озн) U Ke К+, 
E a 
2:00" Kn, 


Obtendremos un armazón К". De los teoremas generales de la 
aproximación celular tenemos, según el $ 4: 


y (ER (K), jn, 
Он (К) л (К) (ац, оз, . 


Je 


Iterando esta construcción, «matamos» los grupos ль +. (X"2), 
pasando a K™3, después matamos л, (X"*3), pasando а К", 
sto, En el límite n + q > co obtendremos un complejo celular in- 
finito К (л, п). 


901126 
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Pero la misma construcción К (x, л) no nos importa, lo impor- 
tanto, es que este complejo existe. Sabemos lo siguiente: 


a) K(Z, 2) =СР=, H*(CP=,Z ,) =2 p lt), 1 € H? (CP*; Zp) para to~ 
dos los p > 2. 
b) K Zas D= S/Z = lim ДАРОИ E; 
Tonemos el espacio fibrado (véase el $ 4) 
йн Ad, 0) СР", © 
z 
que se obtione de un espacio fibrado generalizado de Нор! (l4), 
parte И, $ 2) 


А 
SNA CP 
Р 


mediante factorización de la esfera Si"? Moor.” 2м, ly? = 
= 1} por un grupo Zpħ: (20... 5. 35) > (exp (250/р^] Zo... . 
Z. oxp [2ni/p"] zy). Calculando las cohomologías de un espacio 
fibrado (8) de la sucesión espectral sobre Z, tenemos 


desu рӯю, 0-60, uv— ph, 


a we |0 


шок маз, 


H” (K; Z)=Zm q=1, 2,3, 
Z)=0, q>0. 


Tenemos sobre un campo Z ,, 
dum0, dy=0, ЕР= EP" 


BRI 
Tenemos: 

H* (K (Zp 1). 25) = Alu] Ф Zp (0), 
un álgebra libre (puesto que el álgebra adjunta Ez, es libre. entonces 


la propia н" (K, Zp) es libre). Según la información sobre las coho- 
mologías con coeficientes enteros, tenemos en Н* (K; Zp): 


б,(ш^у=0, j<h, 8, (00) ==0 (para todos 105 а). 
ópu=b, Ôp (ш) =t 


$ 10. Cálculo de grupos homotópicos 13% 


A propósito, notemos la propiedad 
So (uv) = (ёли) v = u (бм), 

si ambos 6, (u), 6, (v) están determinados. Esta propiedad se deduce 
inmediatamente de la definición de ô, mediante un operador de- 
frontera sobre las cocadenas con coeficientes enteros, 

PROBLEMA 17. Utilizando la información arriba mencionada de- 
mostrar, que H* (К (Z,*, п), Z¿) == 0, p у д son primos entro sí. 

En una sucesión espectral de cualquier espacio fibrado con læ 
base simplemente conexa (véase el $ 8) en las cohomologías, tenemos. 


E =H (B), E}°= H° (F). 

Tenemos las aplicaciones p: E + B, i: Р Е, 
р*:Нї(В)-> Н%(Е, F) es una “proyección”, 
i*: H? (E) + H° (F) es una “restricción”, 


Es posible definir una aplicación multiforme: la transgresión 


не (Р) о А 277% Hoi (В), 
donde 
6: H9 (F)— H (E, F) у A%=8"(p*H% (В) Та 6) 


es el dominio de definición de un homomorfismo multiforme, no 
definido por doquier. Es evidente, que A%> Imi* y, con esto, 
+ (Im ¿*) = 0. La definición de transgresión mediante diferenciales 
d, es la siguiente: 


4#= q Ker d, = ЕД = Н (P), 


х= + en el grupo Aù, 
Puesto que todas las operaciones Sq', 544, б, Ôn conmutan con las 
aplicaciones continuas p*0 = Op”, y también con el homomorfismo- 
& На (F) = H% (E, F) еп las Zpcohomologias, tenemos que 
todas las operaciones estables ô, ôn, Sg', Sti conmutan con la trans- 
gresión 10 = Өт. Esto significa, que para los elementos = Є 4%, 
donde está definida la transgresión (para los elementos «transgresi- 
vos»), sus imágenes se encuentran también en el dominio de definición: 
de la transgresión (son «transgresivos»), y con esto es justa la igual- 
dad: 


бт=10, 0=8, 8,, Sg, Sti, (9 


Calculemos ahora algunas cohomologías «estables»; йе los comple- 
jos K (Z, n) y K (Zpħ n). 
ë 
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El caso K = К (2, п), р = 2. Para п = 1, 2 es conocida la 
respuesta, Н” (К (Z, 2); 23) = Zalul. deg u = 2. Consideremos 
una sucesión espectral del espacio fibrado ¥—> K (2, 3), F = 
=Q (B) = K (Z, 2). En el término £2% tenemos Ея 
= Н" (F; Z,) sabemos, que un elemento u Є H? (F; 2) es trans- 
gresivo por causas triviales y, al mismo tiempo, т (u) = da (u) = 
= v € H? (B; Z,) = Жу. En virtud de las propiedades de las opo- 
raciones 59 (véase el punto I de este parágrafo y las propiedades de 
la transgresión) los elementos 54 (и) = и“, 5454 (и) = (ui)? = us 
son transgresivos, y con esto 


t (u) =Sg? (v) EMB; Zo), 
a (u) = 55° (0) € H° (B, Za) 


Se deduce inmediatamente de aquí, que el álgebra Ие (В; Za) Попе 
forma de un álgebra de polinomios de las generatrices т (u?'): 


H* (B; 2.) =Z, (v, 540, або, ....] 
B,=B=K (Z, 3), 5 =0, Suv. 
Ahora pasemos а los siguientes espacios fibrados: 
ЕВ, P=K(2,n—1) Bn=K(Z,n). 


Al pasar de Р = K (Z, 3) a B = В, = К (2, 4) obtendremos por 
F; Zy): 


analogía, los viejos elementos transgresivos en [90 = H? (F; 
v, Sato, ..., 502 5021... Sato, 


y también los nuevos, logrados mediante la potenciación de forma 
л = So vt Ses... Tterando este procedimiento obten- 
dremos las primeras cohomologías H™? (К (2, п); Za) para g <n 
«las generatrices están indicadas) 


a=0 | 1 | 2 | 3 | 4 
0 Sou Sgu аш 

es | e | 7 | a | = 
Sou 5и Sqtu Sgu 

5ш 59% 
Sqsqu 595% 54% 4и 545 фа 
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Para K = K (®„, n) el razonamiento es completamente análogo, 
vero comienza con el espacio fibrado 


E >B = K (Z, 2), F = K (Zo 1) = RP". 
Aquí son transgresivos los elementos 
ug H! (F; 2,), Squ=8,u=u?, 
5° Sq'u= (un), ..., 50" 542%... S 5и ((и®)®.. уг. 


Ttorando este razonamiento obtendremos una tabla de los grupos 
stables» А" (К (Za n); Za), g<n 


"ГГ Т.Г Г? 
seu Sqtu Sou Squ 

u | Squ| sou 54%и 
54%и Sysqu 55%и 54%и 


OBSERVACION: En los cálculos sucesivos utilizaremos sólo los 

pos H"* (К; Z,) con pequeños g < 7, por eso no necesitamos 
fs demostraciones de los detalles de las afirmaciones efectuadas; 
para pequeños д < 7 todas estas afirmaciones se verifican por una 
она elemental de las sucesiones espectrales (véase más 
arriba). 

тылып indiquemos Н" (K (Zan п); Za), g< ni 


а=0| 1 | 2 3 | 4 
u | ón | 5а | Sou | Sou 
54%и | Sg%nu 


No efectuamos el análisis completo del caso análogo K = K (Zpħ, n) 
y de las cohomologías H* (К; Z y). Las soluciones son las siguientes: 
Рага K = K (2, n) tenomos Н" (K; Zp), q <n 


121... 


оо Stu 
i 


9=0 


2р—2 | 2р1 


и des и 
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Para K = K (Z,", n) tenemos H™ (К; Zp) g <n 


| 1 Е “| 2p—2 | 2p—1 
ш | бли folo| 5ш б„5 фи. 
5рбли 


(para k = 4 tenemos ô, = 8"). 
Así vemos, que todas las operaciones cohomológicas «establos» 
Ө en dimensiones indicadas se reducen а la iteración de cuadrados 
y grados Sq', Sti, 6,, donde 
0: (K, L; Zp) >H" (K, L; 7), 


y conmutan соп un homomorfismo de cofrontera. En cuanto a las 
operaciones estables de forma 
Ө: А" (К, L; Z)> H" (K, L; Zp), 
0:H*(K, L; Zph)>H™ (K, L; Zp), 
todas ellas se reducen a las operaciones Sti, Sq, 8, (después de la 
reducción según el módulo p) y, además, a las operaciones de la 
misma forma efectuadas con ol elemento ёди. 
La operación establo Ө: И" (X; Zp) > Н" (X; Zp) Меце, 
como se dico, una «dimensión» q: 
deg Ө = q. 
Todas las operaciones estables forman un «álgebra de Steenrod» 
graduada Ap 
A ¿=4=3, Ада 
2 


«donde A? son escalares y A? se compone de todas las operaciones de 
grado g. 

De nuestros resultados (véanse las tablas más arriba) obtenemos 
una baso de las álgebras Ap = А en las dimensiones poqueñas q; 


se 5а se se se 
1 | Sa | se Ssa | sase 
sese | sest | 554 | sese | sese 
5454$ 
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РЕЧЕ 
Só 5.5 
5198, 


Prestemos, atención a un corolario curioso de los resultados obte- 
nidos, esencial para p = 2: la base de operaciones es menor que 
todos los posibles productos (superposiciones) de operaciones de 
Steenrod буп, Sql -.. Sg. Esto significa que hay relaciones no 
triviales entro los productos de las operaciones 54. La idea del 
hallazgo de estas relaciones es la siguiente: consideromos los pro- 


ductos Крю X ... х RPF у un elemento 


umt, ..o tn EH" (RP? X... ХЕР; Zo), 
0% 11€ HURPP, Z) =Z. 


Para el elemento t; tenemos Sgt, == ti, Sql, = ty, Sit, = 0 para 
js 0, 1. De aquí se deduce que cualquier operación de forma 
Sql... 54% (и) puedo ser calculada, partiendo sólo de las pro- 
piedades formales de jas operaciones de Steenrod Sg' (zy) = 
= 5 154 (х) Sq” (y). Al mismo tiempo resultará, quo todas las 
dh 
operaciones básicas Ө € 11"? (K (Za, n); Za), para q < n, actúan 
по trivialmente en el elemento и: 0 (и) = 0, si 0% 0. 
Comprobamos esto directamente para g < 9: 


Squ= (2. ti) ш 


а=2: 54 = (2, tity) и; 
q=3: Seu=( 2, шя) u; 


5% seu=(2 а) (2,40) = о. 
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(Sea o= D ho tı, un polinomio simétrico elemental.) 
„Эш, 
q=4: 5ч = ( > шй) и сш 

ма 

54 Squ—= 0,04 

$д%и== ош. 

Sgu 

Sq?u= 0,074; (11) 


y Sg Sg'u= oou; 
ои Sg 54 Sq'u = ооз) 
q=8: Sgu=osu, 50 ри ози, 

5° 5д%и = оқои; Sq? Sg? ба'и = одун. 


Como se ve de la tabla presentada todas las operaciones básicas 
Ө E А = Аў con g < 8 actúan independiente y linealmente en un 
elemento ш: 

0(u) = 0+0 = 0 


Vemos, que para una base en el álgebra de Steenrod A = А, son 
suficientes los productos de forma 
Sgik ... 54“ (12) 


donde ip > 214.1, das 22 2162. ·.., &;>2,. 

“Todos los productos de forma (12) son independientes linealmente 
у dan una base aditiva completa on el álgebra Az. 

Vamos a buscar las relaciones de forma 


Sa Sa = 2 эщ Sa" Sa’, 


donde а > 2b, O<i< 2j. 


PROBLEMA 18, Hallar los coeficientes ALÍ para todos los q. 
Para g<8, mediante cálculo directo de la tabla (11) obtenemos 
Amb =5ПДС) 2 1 (esto siempre es justo). Así, tenemos la tabla de 


relaciones 


(13) 


542 54° = 5@ Sgt. Sq? 84 = 5 5 
SE SP =Sg Sg 
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УІ. Cálculo de los primeros] grupos homotópicos estables no 
triviales de esferas. 

Consideremos la aplicación S" 1 K (Z, n) = K. Transforme- 
mos esta aplicación en un espacio fibrado, sin cambiar los tipos ho- 
motópicos; aquí /* ез un isomorfismo entre Н" (5"; Z) y 
H” (K (Z, п); Z) = Z. Para la fibra F = F, obtenemos de la suco- 
sión exacta: n (Р) = 0. i< n, л, (Р) = m (8%), іреп +1. En 
la dimensión п + q< 2n la sucesión espectral del espacio fibrado- 
se reduce a la sucesión exacta (1 es una transgresión) 


о-н" (F) ras (K; 250. si 9>0, 
puesto que У) ЕР"=ЕЎ'°--Е” para p+9<2n y Н" (5") = 
m 
=0. cuand 50, Н" (57) ~ H° (K). 


Así tenemos: 


C=] 


HF; 2,) А НК Zp). 
donde 75 = Str, 
тӧһ= ӧрт, 18tp=5Stpt, HI (F; Z))=0,]<n. 


De la tabla de grupos Н"+1(К; Zp) se deduce el resultado рага 
H" (P; Zp): 


coxcLusion. Para todos los р 2> 2 en los grupos л, (F) = 
a (S") con 0< g < 2р — 8 <n no hay p-componentes no 
triviales; el grupo 


л#фзу-з(Ё)= 0-3 (5") 60, 
ya que 8,4 эё 0; еп Ja dimensión 2р — 3 tenemos 
Hop-3 (F; 2) =2 pop (S°). 
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Para р == 2 este razonamiento actúa de la misma manera, con 
esto, б, = Sg (2p — 3 = 1 рага p = 2): 


US) ль (S°), л} =0, p>2 


Obtonemos cohomologías H* (F;, Z,) junto con la acción de opera 
ciones de Steenrod: 


Н (F; Та) H (К (Уу, n); Zg) = А0 


а= | 1 | 2 3 в 
E = (14) 
з, era w 5ш = sq | spw 
5Ф=0 = 5454 540 59% 


Aquí т (v) = 54и, т (ш) = Sgtu. En virtud de la relación 54250 — 
= 554° tonemos junto con la condición 5фи = 0; 


Sgr = 0. (15) 
Сото 5025 = 560 + 50, es justa la correlación 
Sgw = 5фи. (16) 
De la igualdad 502548 = 50 + 50:5 so deduce que 
Sq'w= Sg? Sqto an 


Pasamos al siguiente paso. Consideremos una aplicación (espacio 
fibrado) 


=F E K Za п+1), 
onde fy: nns (Ё)л„,(К (Zo, n+ 1)) es un isomorfismo. Obtenemos 


n (F) =0, ¡<n+t, 
m (F) =m (Еа) = (S), }>п+14 


"Еп el caso estable es cómodo representar como una sucesión exacta 
da sucesión espectral y la transgresión т 


H™ (F; Za) > H" (Fa; 2. ETN 
нчен (E; Zay E A (Ры Zah 
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además, ¿* у т conmutan con las operaciones de Steenrod, A? = 
= HH (K (Za, п--1); Za). Con la aplicación f* Іа clase funda- 
inental иЄ Н" (K (Za, л 4-1), Za) pasa a v, 
1* (4) =v 

Por eso la imagen f*A se compone de las operaciones de Steenrod 
empleadas para un elemento v 

1*А% = A9 (v) 
Junto con la tabla de H* (F; Za) (véase más arriba) obtenemos la 
tabla de homologías H* (Fa; Za) 


= 12| 3 Ú 15 1% 
«|5 | зёр‚о | зеб | зао (9) 
Sata | 5412 буо | 5х0 | Sgir 


Aquí w = i*(w), y == т (542 ш, уа que tonfamos 540 = 0 
y v= /* (и), entonces /* (Sgu) = 0. Por eso Sgu = т (2), z € 
E H™ (Ра Za). Por consiguiente 54 (5и) = 557и = 0. Рог 
eso 


fe (505и) =t (Sr), 526 Н" (Fo Т) 


La rolación Sg = 0 apareció on la tabla (18) como resultado de 
correlación Sg'w = 525410 en Ja tabla (14), puesto que 54250 = 
= fe (545и). 

Sean: а = 501590 = Sg'w = бир; b = 8х = T (505и) = 
== viSq (Sg°Squ). Tiene lugar la siguiente afirmación general: 

Lema 2. Si a=f* (а) = ôw y = 170, (0), entonces los elemen- 
tos b, w=i*w en H* (Px; Za) son tales, que b=8p+piD. 

La demostración del lema se deduce de las propiedades elemen- 
tales de un homomorfismo de cofrontera en un complejo de cadenas 
С“ (Е; Z). Los detalles se los dejamos al lector. 


Basándonos en el lema 2, obtenemos: Sg'=0,=8,, а= Sgw, 
be=Sgix, Sgr=85y0. Por eso, en particular, tenemos Sgz= 
8,5,0 == 0. 

CONCLUSIÓN. Como Sqiz=5,7 0. obtenemos el resultado (льн: X 
X (Е) = Hasa (Po Z)): 


Anaa (S) 2, (057) л (Ра) =2, 
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Ahora pasemos al tercer paso. Consideremos una aplicación (el 
espacio fibrado) 
Fa—>K(Zo. n+2), fibra Fa. 
La aplica la | Rusa (F2) ез un isomorfismo. Рага Fa de lo 
sucesión exacta de los grupos homotópicos; se deduce: 
xy (P)=0, jant, 
ny (Ea) = na (F2) = n (S") ns. 


En ol caso estable g < n la sucesión espectral otra vez se reducirá a la 
exacta 


EUR Z) y ara, 


donde А91 mar (K (Za, n +2); Za). 

Por definición, x = /* (и), donde u es una clase fundamental en 
las cohomologías Н" (К (Za. n + 2); Za). Por consiguiente, 
obtenemos 


J* (AT) = A3 (2). 
Para las cohomologías А" (F; 2,) obtenemos la tabla 


Aquí pasito y быр==т”'буф según el lema 2 (véasermás arriba). 
DEDUCCIÓN. El grupo 
Ra (57) = л (Fa) = Hags (Fai 2) Zs 


puesto que 5,05 0. Como ails (S")=Z,, ala (5") = 0 рага p>3, 
obtenemos definitivamente el siguiente teorema 

TEOREMA 6. Los grupos homotópicos estables Kn, (S”), para q < 
< п — 1, tienen los siguientes valores (para y < 2 véase también (1), 
parte 11, $ 23): 


An (S) =Z, льн (5") = 22, Anse 15") =Zz, Anss (5") = 24, 


PROBLEMA 19 Calcular los grupos n,g,(S”) para qg < 9. Si 
g > 10 surgen dificultades más serias. La superación de estas difi- 
cultades cuesta mucho trabajo. Esto permite calcular todos los gru- 
роз Rasg (S”) para g < 30 (aproximadamente). Pero es dudoso, que 
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sea posible una solución general aceptable para todos los q, aunque 
actualmente es probable hallar en la bibliografía especializada mucha 
información valiosa sobre grupos homotópicos superiores. 


VIT. Clases homotópicas estables de las aplicaciones de com- 
plejos celulares. 

Con frecuencia surge la siguiente situación: se ha dado un com- 
plejo (л — 1)-conexo celular К. Sea que el complejo К no tiene 
células de dimensiones 1 < ¿< п — 1; se dice, que hay que cal- 
шаг clases homotópicas estables de aplicaciones del complejo X 
en K, si dim X < 2n — 1 

He aquí otra cuestión: examinar el obstáculo æ (f) para la pro- 
longación de la aplicación /: X"*2 — К sobre un armazón (л -} g + 
+ 1)-dimensional con g < n — 2. Ya hemos visto, que para los 


espacios fibrados Æ >> B, donde la fibra F y la base B son (n — 1)- 
-conexas, la sucesión espectral en las homologías hasta la dimensión 
2n — 2 se reduce a la exacta 


нч (Е) H* (1) H* (В) 5H (E). 


Vemos que la complejidad de la teoría de homologías del pro- 
ducto oblicuo en las dimensiones «estables» es la misma, que para 
los grupos de homotopías. Se puede decir, que en las dimensiones 


k<2n—2 la teoría de homologías del espacio fibrado Е B 
es la misma que la del раг (Е, F), además, B ~ E/F, porque las 
células no triviales en Æ, que no se encuentran en В o en F, pueden 
aparecer por primera vez en la dimensión 2n (producto de cólulas 
de base y de fibra). Así, todo se simplifica en las dimensiones esta- 

es. 

LEMA 3. Las clases homotópicas estables de aplicaciones forman 
un grupo abeliano ІХ, К} 

DEMOSTRACION. Consideremos dos aplicaciones f, g 


f XK, y ХК, 
y el producto directo de las mismas 
ха X>KxK, 


donde [7 х gl (z) = (f (2), g (2). 

El complejo K X K es (n — 1)-conexo; no tiene células do di- 
mensiones 1 < i < п — 1 y la imagen (f X g) (X) se encuentra еп 
el armazón de dimensión # < dim X, con aplicación celular. Cuando 
k< 2n — 2, la imagen (f X g)(X) pasa a pertenecer al ramo 
К Y К< К х К porque las células «sobrantes» еп K X K, que 
no se encuentran еп К Y К, aparecen en la dimensión 2n. Esto 
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se relaciona a la imagen en К X К de cualquiera homotopía de apli- 
caciones: ésta se encuentra en X Y К. Se tiene la evidente aplica- 
ción de «pliegue» 


күк К, 


idéntica еп cada sumando. 
Definimos la suma de clases homotópicas 


hg€lX, El, /+8=x06Xg)» 


considerando / y g como clases celulares y la dim X < 2л — 2. Las 
propiedades de grupo y la conmutatividad de esta operación son 
obvias (verifíquenso). 

LEMA 4. Sean dados la aplicación estable f: Хч > K y el obstácu- 
lo para prolongar la aplicación a (f) Є С\е\(Х"өӨї, sneg (К)у 
(véase el $ 9) sobre el armazón X"**L Entonces, el obstáculo а (f) 
depende aditivamente del elemento f € 1X, К y a (f) = va (f). 

DEMOSTRACION. El obstáculo а: () tiene significado en 0%, 
definido mediante la aplicación 


донан. ам Ki 


Al sumar las aplicaciones f + g = х (f х g). las clases homotópicas 
de aplicaciones да"**1 — K, engendradas por f y g, también se 
suman, por dofinición de adición, en grupos лу (aquí. en situación 
estable, no es necesario inquietarse por un punto inicial y por la 
acción de m). 


Ya hemos construido la aplicación f: Ko yi K(D), пу), que 


engendra un isomorfismo de С -cohomologias y grupos de Кошоіо- 
pías y (K)®Q hasta la dimensión 2n—2, véase más arriba, р. II. 
Aquí los grupos Dy son abelianos libres. 

Construimos aplicación «inversa» de armazón 


за 2n-2 
E СШ, K(Dp np) к, 


así que fyg, = А 92 0 en Q-cohomologías y en la homotopías лу DQ 
conj < 2n — 2, es decir, fsg (х) == Ах. Buf, (y) == Ау. Vamos a cons- 
truir tal aplicación «inversa» g mediante inducción por el armazón. 
Formulamos una hipótesis inductiva, que un obstáculo aparecido: 
para prolongación de ya construida aplicación к, de un armazón 
(п + q)<dimonsional sobre un armazón (n + g + 4)-dimensional es 
una clase de cohomologías de orden finito p. Luego, utilizando los 
lemas 3 y 4, pasemos a una aplicación gn,g y, cambiándolo en un 
armazón (n + q)-dimensional, llegaremos a un obstáculo nulo (véase 
el $ 9). Prolongando la aplicación de la clase (ие) sobre el arma- 
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zón de dimensión n +g + 4, obtendremos la aplicación кл, 
etc. Al fin de cuentas, llegaremos a la aplicación g. Vamos a demos- 
trar, que el orden de clase de cohomologías de obstáculo sobrozel 
armazón п -+ д para la aplicación „у es finito. El armazón: 
(П K (Dr np)" es homotópicamente equivalente al armazóm 


dl tamo V (К (Dj, пуу”. Cada complejo (К (Ру, n;)"* tiono 


slementos de orden infinito sólo en las cohomologías do la primera: 
dimensión no trivial ny según los resultados del р. V sobre cohomolo- 
gías racionales de los complejos de forma К (л, п). Al formar una 
iplicación inversa с, +з, construimos todo separadamente en cada: 
sumando del ramo Y (X (Dj, n,))%-*. Por eso encontraremos sólo. 


un obstáculo de orden finito. 

De aquí зе deduce la siguiento afirmación. 

teorema Т. Para cualquier complejo X las clases homotópicas 
estables de las aplicaciones X еп un complejo (п — 1)-сопехо 
K (dim X < 2n — 2) forman un grupo abeliano [X, K], рага єї que 
tiene lugar la igualdad. 


1х, K] Q Q= Hom (H* (К; 0) = Н*(Х, Q). 


Esto significa lo siguionte: la clase homotópica se define por um 
homomorfismo de Q-cohomologías con exactitud hasta los elementos- 
do orden finito; con esto cualquier homomorfismo puramente alge- 
braico a*: Н* (K; Z) —> H* (X; 2) oa: Н, (X; 2) > Н, (K; Zy 
es posible multiplicarlo por un número no nulo А 5 0, а* => àa”, 
а, > Aay, así que cl homomorfismo à4* (o Aa,) se realiza mediante 
una aplicación continua f: X — K. 
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Sea que tenemos un complejo no simplemente conexo (celular 
o incluso simplicial) К con un grupo fundamental D = m (K). 
Consideremos un cubrimiento universal 

к-к 


donde el grupo D actúa libre y discretamente en Ñ, transformando: 
los símplex (las células) uno on otro. А cada célula оз en K le corres- 


ponde un juego de células 

pe (оз) = oiy U 00. 
en un número, igual al número de elementos de D=% (K). El gru- 
ро D actuando еп p~ (аў) define la permutación de células оу. Es- 


cojamos una célula en la preimagen р^!(оу) y la designemos por су. 
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Todas las células de Ё se obtienen en forma 
9, =g (03). Єл, (К), 


al mismo tiempo, todas las células g (05) son diferentes Cual- 
quiera cadena en K tiene la forma 


а= ing (0, ас), @ 


donde А, у. son números enteros. „ 

Un operador de frontera д en К conmuta con la acción del grupo D 
en células y con la multiplicación por los números Ày; es natural 
introducir un «anillo de grupo» Г = Z [D], cuyos elementos son 
sumas finitas Y! Айу, Ay son números, g; € D, y la multiplicación 
tiene forma 


Brie) (X мн) =Y вив. 


Ез evidonte de la forma de cadenas (1) en el complejo К, que éstas 
son cadenas con coeficientes en un anillo Г (posiblemente, по con- 
mutativo, si el grupo D es no conmutativo). 

Un homomorfismo p: T — I” en cualquier anillo Г” permite exa- 


minar un complejo de cadenas con coeficientes en I” para K: 


об) = Зо( 5 im Em) 9. acc (Â) 


es una cadena con coeficientes оп Г“. Luego, se permite multiplicar 
las cadenas р (а) por cualesquiera elementos de I”; esta multipli- 
cación conmuta con д. A las homologías de este complejo las lla- 
maremos homologías con coeficientes en la representación p: Г — I”, 
T = 2 lx, (К)] y las дезірпешоз por Hr (К). 

EJEMPLO 1. Si Г“ == Г y р == 1, entoncos, tenemos por definición 


HR (K)=H (Ñ). 
EJENPLO 2. Si Z=T" y р:Г 2 tiene la forma 
б(2 agi) =E 4, 
tendremos 
Hî (K)=H; (К). 


Verificar esta igualdad. 
EJEMPLO $. Si К es una variedad no orientable, K = M”, enton: 
ces se tiene noción de «orientación de curva», o sea, un homomorfismo 
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n 2Z, = (+1) (véase 11), parto П, $ 17); surge un komo: 
morfismo 

pT>Z, 
dondo 


p (È ма) = Ў 2чФ (81). 


Alas homologías Лр (К) las llamaremos «homologías соп coeficientes 
locales». Se definen de manera evidente las cohomologías H$ (K) 
mediante un complejo conjugado. 

PROBLEMA і. Demostrar, que tenemos Не (М") = 2 para una 
variedad cerrada M". 


Soa que tenemos un espacio fibrado Е 5 В con fibra P y que 
m (В) = D actúe respecto a un grupo H; (F) mediante las traslacio- 
пев g: На (F) —> Н, (F). g €D. De manera que introducimos la 
acción (operación) de un anillo Г = 2 1D] еп H (F) — Ala. Más 
generalmente: sea que los elementos del anillo Г actúen como opora- 
lores en un espacio Jinoal M (o soa, dada la representación p del 
anillo en forma de transformaciones lineales Л/ — M1). Definimos 
las homologías 179 (B, M). Sea B = K y sea dado un complejo do 


T-cadenas К (véase más arriba). Formalmente se definen las cadenas 
соп valor en M: 


a=) moj mem. 
5 
y la operación del anillo Г en estas cadenas 
g(a) = У g (mp) о}, 


donde g (m) está definido en virtud de Ја representación p. Esta 
actuación conmuta con una frontera д, que se define naturalmente. 

Surgen las homologías, designadas рог Н (B, M), donde Г 
actúa en M mediante la representación p (о, como se dice, Af es un 
T-módulo). Las cohomologías Hi (B, M) se definen, como siempre, 
mediante un complejo de cocadenas conjugado. 


Hay P-módulos рага los espacios fibrados £ 2> B con fibra F 
dol grupo H; (Р) en virtud de actuación de л, (8) еп una fibra me- 
diante traslaciones paralelas. Tenemos las homologías Ho, (B, H; (Е)). 

OBSERVACION. Еп el teorema de Loray (véase el $ 8) para una base 
no simplemente conexa E$} че H, (B, ЇЇ, (Ру). Es necesario cam- 
Маг esta por una base Ку = He (В. H, (Гу). La representación р 
mido la «deformación» de operador dı. Todo lo demás permanece 
cierto, 


ПАТЕ 
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esempro. Para el cubrimiento Е В con fibra de % puntos 
Е = Ру \)... UPa tenemos 
E, (F)=0. 4+0, 
Н, (F) = M tiene un rango К. 
EJ grupo m (B) actúa en la fibra E у en los grupos W = Ho (Р). 
probLema 2. Demostrar las igualdades 


H, (B, HAP)=H (E), Н(В, Н (Р) = НЧЕ). 


pronzema з. Calcular los grupos /6 (B, M) y H$ (В, M), dondo 
p es cualquiera representación de Г en automorfismos de un espacio 
lineal. 

PROBLEMA 4. Calcular las homologías de un espacio lenticular 
(véase cl $ 4) LA (д, .... дһ) para una representación р: л, X 
X (L) = Zm —> (raíces del grado т de la unidad, que actúan en 


c = М). 
Construir tales representaciones lineales 
p:Z > GL (k, С), 
que 
MLR (д... 9) 0 


рага todos los д = 0, 1, 2,... Al principio, efectuarlo para 
п = 2 (lentes tridimensionales). 

рковьЕмА $. Hallar la partición explícilamente celular de una 
esfora S%-=1, invariante respecto a la actuación do un grupo 2» 
donde una transformación básica 7 actúa así: 


а 
аа E A) 
(121124 -.- + 1212 == 1) 


(убава el $ 4). Esta partición celular tiene рата п = 2 las células 
Tigo, Тю, То, Тю j=0, 1, .. mt 


y un operador de frontera 
доб =0, до! = (1—7) о°. 
дої= (17. 41") ой, 00 (1—79) 0% 


Utilizando tales representaciones lineales del grupo лу, que todos 
los НӨ (М7, С") = 0, construyamos un interesante invariante 
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topológico, la «torsión de Reidemeister» consideremos un complejo 
de cadenas de la representación p. Los grupos de cadenas son espacios 


lineales complejos con bases marcadas (células 29). En virtud de la 
condición Ло = 0, g > 0, tenemos la sucesión exacta de cadenas 


ОСС +... 0g>0, 


donde en cada С? hay una base marcada {= (05). El arbitrio on 
Ја elección de 0) es ol siguiente: о —- 2-6 (05). кЄлү. Efectuamos 
el siguiente procesamiento; escojamos еп Cf_1 otra base: su primera 
parte es una base en un grupo ¿Cf, obtenido de 07. La segunda 
parte se escoge arbitrariamente en un espacio Cf_,/Im0. 
Designemos a una base nueva en Ch~, por 2", Нау un determi- 
nante de paso det (еї, еї) de una base а la otra. La base 2? en la 
segunda parte de C£_2/Im0 pas aen С2_ 2 con ayuda de д; allí esta 
base so completa hasta una base completa en C£_2 mediante la elec- 
ción de base еп C£_2/Im0. Aparece una base 2"-2 en С?з. Tene- 
mos un determinante de paso det (е"-2, еї) de una base vieja en 
Ch-2 а una nueva (la base “vieja” en C% está fijada por células). 
Luego, pasamos a Cî-a, еіс. Obtenemos, bases 2* en todos los Cf 


y un juego de números dot (e*, 2%). 
Consideremos el número 


В (С, p)=det (et, 2771) det (e72, erat. 


++. dot (е"-", gue дер (ео, goy-mnt! 


A este número lo denominaremos «torsión de Reidemoister» R. 
El arbitrio en la elección de las células básicas y sus orientaciones 
leva al cambio R—=AR, donde А = det p (m). 

Resulta. que este número (con exactitud hasta las multiplica- 
ciones R—AR, А = +det p (m) no depende de la triangulación 
yes un invariante topológico (lineal a trozos) del complejo invariante 
de difeomorfismo de una variedad. No lo demostramos (véase [63)). 

PROBLEMA 6. Calcular la torsión R para las lentes tridimensio- 
males Гр (q), donde g es un residuo (mod р), sip: Zp >—V 1, А = 
= С con actuación de Z, еп forma de multiplicación рог ў 1. 
dos 


148 Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


Anillo de cohomologías de la lente 22 (д) con p impar y cualquier 
4 tiene dos gonoralricos u € Hi, v € H: 
H’ (L, 2) 2 ps 
НІ, Z,)=2p (u), 
HL, Z) =Z, (0=0, и mod р), 
MS(L, Z) =2, 00) 
(e ис es una genoratriz reducida mod p del grupo H? (L. 7) = Z). 
рновы:мл 7 Demostrar que el producto en H* (L, Zp) tiene la 
forma: 
ur = qu. (2) 


Recordemos, que la lente £ = L} (g) se construía así: L = SYZ p, 
donde la goneratriz g EZ p actúa en la esfera 53 así (véase ol $ 4): 


ЕЧ з 
(21. Р, е? 1, (2124 [212 = 1. 

Сото ё,и = v у ш está definido univocamente con exactitud hasta 

en un signo, ol arbitrio en la elección del número q surge a causa de 

transformaciones u — Au, w— +w (А ез recíprocamente simplo 

соп р). Al mismo tiempo. obtenemos do (2): 


2) 


uhu, VA wiw, uv US 


cowcLuston. Como el anillo de cohomologías y operadores бу, dy 
зоп homotópicamente invariantes, los residuos q y q = 227 son 
equivalentes, si se considoran los invariantes homotópicos de las 
lentes. Por ejemplo: _ 
a) р = 3. g =167=2. Los residuos de forma =A? son 1 y 2 
en Z, (А5 0). 
b) p= 5, g= 1. 2, 8, 4, A? = (1. 4, 9 a 4, 4% = 16 œ 1). 
Residuos de forma +2%: (1, 4) en Zs. 
Por eso [2 (1) y Li (2) son homotópicamente no equivalentes. 
Jp=7 q=1, 2, 3, 4, 5,6, 
№ = 1, 4, 2, 2, 4.1. 
2 = 6. 3, 5, 5, 3, 6. 


Aquí un invariante homotópico (423) по da nada, ya que (24%) 
son todos los residuos (mod 7), distintos de coro. 

рковькмА в. Aclarar, cuáles lentes son topológicamente distintas 
рага р = 7. utilizando la torsión R. (Es interesante, que aquí apa- 
тесеп por primera vez topológicamente distintas variedades corradas, 
homotópicamente equivalentes. Para las variedades simplemente 


conexas esta cuestión es más compleja.) 
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Las homologías y cohomologías con coeficientes en la representa- 
ción p para T [eu] también aparecen en los problemas sobre 
la prolongación de aplicaciones de) subcomplejo L— X sobre el 
complejo K > L. si л, (X) actúa en л, (X) y con prolongación de 
las secciones do espacios fibrados, véase el $ 9, donde estos problemas 
fueron considerados en un caso simplemente conexo. 

Consideremos en calidad de ejemplo interesante la cuestión sobre 
la construcción en una variedad n-dimensional (por ejemplo, en una 
variedad 4-dimensional M1) de опа métrica do signatura (+ — — —). 
Ya que el interior de un cono de luz en el espacio de Minkowski 
К, з se contrae homotópicamente a un eje unidimensional tompo- 
ral mediante deformación canónica, entonces un conjunto de conos 
de luz posibles (es decir, de formas gas de tipo (+ — — —)) en R$ 
es equivalente homotópicamente а un conjunto de direcciones ЇР? 
(para А" tenemos RP"-). Por eso, nuestro problema es equivalente 
al de construcción de un campo de direcciones unidimensionales 
en М, es decir, de sección de un espacio fibrado tangente 


EZ, M, fibra P=RP>, 


Puesto que las particularidades de un campo vectorial típico están 
concentradas en puntos aislados (o sea, para los campos vectoriales. 
el obstáculo surge sólo al prolongar el campo en un armazón 4-di- 
mensional del 3-dimensional), lo mismo es justo para los campos de 
direcciones. Tenemos una cocadena obstaculizadora œ (véase ol $ 9), 
E CI (MI, лу (Ру) == C* (M%, 2), puesto que лу, (ДР?) = 
= ny (5%) = 2. Sin embargo es correcto considerar esta cocadena 
como una clase de cohomologías del grupo 74 (M*, лз (Р)). donde 
m (M°) actúa en xa (F). 

Рновихма 9. Mostrar, que si о ~ O en un grupo 174 (41%, л, (FY 
es posible cambiar la sección (campo de direcciones) en un 3-armazón 
de base, de tal modo que œ = 0 y es posible construir la sección 
en toda la Mi. 

Por consiguiente, tenemos dos casos. 

1) La variedad M7* es orientable y compacta. Aquí la acción de 
m (M1) en л, (RP?) = Z ез trivial, Hs (M4, Z) = Z. 

PROBLEMA 10. Demostrar que œ = y (Mi) es una característica 
de Euler (al igual que para los campos vectoriales). 

2) La variedad M* ез по orientablo. Aquí tenemos a € Hi X 
х (Mi, Z) =Z, donde р es una representación no trivial л, (4%) 
en n (F) = 

PROBLEMA $t. Demostrar que en este caso а = y (M%). Así еп 
ambos casos la construcción del campo de direcciones (de métrica 
de signatura + — — —) equivale а la condición у (М*) = 0. 

Para las variedades no cerradas es interesante constrmir en 37% 
una métrica ga», la cual fuera de un conjunto compacto se aproxima 
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а la métrica de Minkowski. De manera que Ја variedad abierta 37% 
(topológicamente) permite su compactación mediante un punto оо 
hasta la variedad Mó> M4En el mismo punto œ € MS, en virtud 
de propiedades de la métrica de Minkowski, tenemos un punto sin- 
gular de grado 2 del campo de direcciones buscado (¡demostrarlo!) 
4Es posible construir en Mi un campo de direcciones con un solo 
punto singular de grado 2? El problema se reduce al anterior, pero 
es necesario, que у (17%) =2 ó y (11) = 1. 

vrODLExA 12 Demostrar que {as clases homotópicas de campos 
de direccionos (o de métricas de forma (п, 1) en la variedad Л" 
son definidas por los homomorfismos л (АГ!) — 2, = (31) (cur- 
vas cerradas, cuya circunvalación cambia la dirección de las Mechas, 
y dan —1), y también por una clase de cohomologías 


YE Нр (M, д, (RP”)). 


лємргю. Soan excluidos de R? una recta y un punto. El dominio 
restanto U с Ri tiene un tipo homotópico 5° Y $ (un ramo). 
Sea dado un campo de direcciones en ol dominio 07 


uba, 
Una clase homotópica [/] es determinada por un homomorfismo 


л, (б) =2%2,=2,(RP3) y también por una clase de cohomolo- 
glas (+1) 
EYEM(O, m (RP) = IM (52 ү 5%, Z)Z, 


donde л, (U) = 2 actúajen sta (RP?) en virtud de que fẹ (m (U)) с 
<. a, (RP?). En el caso dado, ocurre la inversión do la orientación 


(la acción de p es no trivial). El cubrimiento X sobre К = 5° Y 5! 
s? se se 


2 7 7 т 
Fig. 45. La acción: z— z -+ 1. 


tiene la forma mostrada en la fig. 45. Todas las 2-cocadenas son co- 
ciclos no cohomológicos a cero. С; (K) = 12 (K) = 2 (verificarlo). 

Consideremos'como un ejemplo útil el problema sobre las clases 
homatópicas de aplicaciones de un toro 7° en un plano proyectivo 


TARP, 
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El invariante más simple de una aplicación f es el homomorfismo 
inducido de grupos fundamentales 


far (Т2) =Z +2 u (RP?) = Z3. 


Si el homomorfismo /, es trivial, la aplicación / sobre un armazón 
unidimensional puede ser contraído en un punto. Clases homotó- 
picas de tales aplicaciones (donde fe (11) = 0) se reducen a clases 
homotópicas de aplicaciones de una esfera 5° on RP? y son determi- 
nadas unívocamente por un grado de aplicación (verificarlo). Es 
más interesante el caso cuando el homomorfismo f es no trivial. Sin 
restringir la generalidad es posible considerar, que fẹ (a) = 1, 
1, (b) = 0, donde a y b son el paralelo y meridiano de un toro. Con- 
sidoremos dos aplicaciones / у g: Т? —RP* tales, que fẹ, = gy. 
Considerando el toro partido en la partición celular estándar 


o, ої=а, 01=Ь, 0, 


de la condición fẹ = ga, medianto una homotopía Mevamos las apli- 
caciones f y g a coincidir en un armazón unidimensional. Un par de 
aplicaciones 7 y g sobre una célula o?, que coinciden on la frontera 
до?, define un «elemento distintivo» del атрро л, (АР?) = Z, desig- 
nado рог œ == æ (0%, f, g) EZ = xa (RP?), que so representa un 
elemento de geupo de cohomologías 


Н? (7°; л, (Ар°)). (3) 


Aquí p = fe = En 
PROBLEMA їз. Domostrar que el grupo (3) es igual а Za si p 
es no trivial. 
De manera que tenemos no más de dos diferentes clases homotó- 
picas de aplicaciones f: 7? —> RP? con un homomorfismo fijado fy 
de grupos fundamentales. 


$ 12. Cohomologías de las superficies de Riemann 
hiperelípticas. Toros de Jacobi. Geodésicas en los elipsoides 
poliaxiales. Relación con los potenciales de zonas finitas 


Una superficie de Riemann hiperelíptica de género g ез dada 
por la ecuación 


ш2— Р, (2) =0 ó ш? Рала (2) = 0, 


donde Р, y41 (2), Баска (2) son polinomios sin raíces múltiples (véase 
0. parte 11, $ 4) 

En cualquier superficio de Riemann R están definidas las dife- 
renciales holomorfas œ (diferenciales de primer género), que en coor- 
donadas locales z = u + iv tienen la forma 


o = f (2) de, 
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donde / (2) ез una función complejo-analítica de z. Aclararemos má 
abajo la forma posible de f (2). 

En un ejemplo importante de las superficies de Riemann R, 
de género д > las diferenciales holomorfas tienen la forma 


k=1,2, ... g, a, 


donde la superficio ostá dada por un polinomio Pag» (2) = 


-i (2—11) de grado 224-4. 

Vorifiquomos que estas diferenciales son holomorfas. Es evidente 
que son holomorfas fuera do los puntos z = z; (los ceros del polino 
mio Pag+ı) y z = co. En el entorno del punto z = ү es posible tomar 
como parámetro local 5 =YZ— z,. Entonces z = {2 4 21, dz = 
= 2% dí, y las expresiones (1) toman la forma 


a =2 ш — e 
ПКЕЕ тти 
рог eso las diferenciales w, con 2 = 2, son también һо1отшог!ав. En 
un punto infinitamente alejado z= oo sirve de parámetro local 
t= 2 ‚ de donde 


20 
5 


TAO) ч 
= г 
Or TETAS de, (3) 


-— == 
ү il aus 


y o, son también holomorfas para (< g. 

Cualquiera diferencial holomorfa ө es localmente exacta: œ = 
= ] (а) da = dí (2), donde 7 (2) es una función primitiva y f (2) 
es también una función complejo-analítica. Por eso, la 1-forma о 
en la suporficie R es cerrada: dò = 0. Una forma по nula œ nunca 
es exacta, porque no hay funciones holomorfas no triviales en una 
superficie compacta R (véase [1], parte 11, $ 4). Por analogía. la 
forma w = 7 (z) dz también es cerrada y no exacta. 

Las formas ©, ...› @g para una superficie hiperelíptica Ry 
son linealmente indepondientes (sobre los números complejos). Por 
eso, las formas Reor = -у-(® + 01). Im op = £ (0x — ©) com- 
ponen la baso en un grupo de cohomologias Н! (Нш R) = Н+... 

- +R (2g sumandos). 

“onsenvación. El grupo de cohomologías №! (R; R) de cualquiera 
superficie de Riemann A se define mediante diferenciales holomor- 
fas. Su existencia es un teorema difícil (véase 119]). 
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PROBLEMA t. Demostrar que cualesquiera g +4 diforenciales 
holoraorfas sobre una superficie de Riemann de género g, son lineal- 
mente dependientes. 

Escojamos una base de ciclos as. bi, i = 1... ., g, en las homo- 
logías H, (В, Z) tal, que sus índices de intersecciones dos a dos 
tengan la forma (véaso [1], parte 11, $ 15): 

4104/=b,0b,=0 а Орбу, ijel, .... 8. (4) 
Cortando la superficie Rg por estos ciclos, la transformamos en un 
4g-ágono Ry (véase el $ 3). 

Quedan definidos los períodos de cualquiera diferencial cerrada 

por los ciclos а, b: 
$o=4, $o=B, 
4 % 

Sean: ®', otra diferencial corrada; А{, Ві, sus А-у B-períodos. 

LEMA 4. Es justa la relación: 


А 
| o Ao'= Y) (А,В1— ВА). (07 
3 a 

Demostracion. En el 4g-ágono /%¿ la forma cerrada es exacta: 
w == df. Por eso w A ® = d (fo), y en virtud de la fórmula de 


Stokes 
f оло f jo. 


Kg әй, 


Sean Q у Q’ puntos en las aristas а, y а! del 4g-ágono R¿, que se 
juntan en uno en la superficie Rg. Entonces, QQ” es un ciclo en Ја 


„Ж 6 


л 
a 


Fig. 46. 


superficie Ry homológico al ciclo b; (véase Ja fig. 46), por eso tene- 
mos: 


ў 0=50)—10)= {а= в. 
ве 


> 
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_Análogamente, para los puntos R, R’, que se pegan en los bordes 
bi bil, obtendremos: 


ER) — 4 (B) = А. 
De aquí se deduce igualdad 
{®' = 
ирг 
= [104] о | (+B) | ф—Адв' = АВ, 
a а 


lo que demuestra el loma. 

тковЕмА 1. Para los períodos (A, В.) y (44, Bi) de las diferenciales 
holomorfas œ, w se cumplen las siguientes relaciones (relaciones bili- 
neales de Riemann): 


È Ax Bi—Br44)=0. m 
. 
— Y (41B,—Br 4) >0, (8 
jai 


si la diferencial w es distinta de cero. 

DEMOSTRACIÓN. Si (localmente) о =- f (2) dz, о’ = g (z) dz son 
diferonciales holomorfas, entonces, œ Л ®” = fg dz A dz = 0. Por 
eso, en virtud del lema 


Р 
È, (48, ВА) =0. 


La primera relación queda demostrada. 


Consideremos ahora la integral — $7 f ө Л а. Puesto que 
À, 


E s 
в /\®+= 20/12 0с A ду. donde @=f (з) dz, esta integral es posi- 
tiva cuando о эе 0. Por eso tendremos, utilizando el lema al сазо 
w=: 
ip = 1 A5, 
о<— x) oA °- | гаг A ар — 1. Y (ак, — AaB). 
а Я 
El teorema queda demostrado. 
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Sea œ ...› өд una base de diferenciales holomorfas sobre la 
superficie hiporelíptica de Riemann Rg. Sea 


Ау фә 41 
е 

Del teorema demostrado so deduce 

COROLARIO 4. La matriz Азу es no degenerada, 

pemosrración. De la fórmula (8) se deduce, que una diferencial 
holomoría con los A-períodos nulos, es idénticamente igual a cero. 
Si la matriz А: hubiese sido degenerada, ontonces se podría cons- 
truir una diferencial holomorfa no nula con los períodos nulos. 
El corolario queda demostrado, 

Según el corolario 1, es posible escoger una base nueva 


9 


А 
э Cait n tegh ы k РЭР 
п арас И слан Ке, ак 00) 
ta), que los A-períodos teogan la forma 
фт б da ж (11) 
ч 


Sea By = fo una matriz do B-períodos, construida por esta 


? 
base. Del teorema 1 se deduce el siguiente corolario. 

coronario з. La matriz By es simétrica y tiene una parte imaginaria 
definida positiva. 

Demostración. La simetría de By ве deduce do (7), para © = qu; 
a = фу. Apliquemos ahora la desigualdad (8) a una diferoncial 
holomorta о = афу +.. . + офи donde z, Son números reales. 
Рага osta diferencial los poriodos A, tienen forma А, = za, y los 
períodos By la forma В = 218, +... +2gBgn De aquí se 
deduce la desigualdad 


в 
0< 5) Ва 2,8,0) ааВВ) 


һа 


в 
= Y зра па В, 
kjai 


lo que demuestra la definis 
corolario queda demostrado. 

Construimos por la matriz (В) en un espacio C*, un retículo Г 
sobre números enteros, engendrado por los vectores linealmente 


n positiva de la matriz Im Ву. El 
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independientes е... «> еу, donde (21) = бш. (+)! = Bo k = 


=1 


El retículo F define un toro 2g-dimensional 7% = Се (véase 
[14], parte IT. $ 4), Hamado toro de Jacobi (о variedad de Jacobi) de la 
superficie de Riemann Rg. 

concrusion. El toro de Jacobi 7% es abeliano (véase [1], parte 11, 
$4). Examinemos, como un ejemplo, un caso de superficies de género 4 
(curvas olípticas»): u? = Pa (2) = (а — д) (€ — ж) (2 — 23). En 
este caso hay dos ciclos ay, b; (véase la fig. 47). 


Fig. 47. Ciclos en la superficie elíptica де Riemann Ry: u? = (2 — 21) 


(s — 10) (2 8. 
Con la línea punteada зе designa la 56 del ciclo b, que descansa sobro la 
segunda hoja. 


Aquí se tiene una diferencial holomorfa p=cdz/Y P; (2). don- 


de el número с se escoge de la condición @ р= 1. Tomemos t = 
A 
=By= ўе donde Im т> 0. Los vectores 1, т determinan un toro 
E 


bidimensional de Jacobi Т? de la superficie de Riemann R,. La mis- 
ma superficie R, es equivalente al toro (como una variedad; véase 
И]. parte II, $ 4). 

Esta equivalencia se construye así. Fijamos un punto Р, sobre 
la superficie R,. Para un punto arbitrario P en RR, definamos la 
magnitud 4 (P), suponiendo 

ае E 
А(Р)= | ф= | ==. 
tp) qe ] VRG 

La curva (el camino) de integración, que conduce сп la super- 
ficie de Riemann del punto Р, еп el punto P, está definida no uní- 
vocamente, con exactitud hasta añadir cualquier ciclo. Por eso 
А (P) está definida sólo con exactitud hasta la combinación lineal 
con coeficientes enteros de los A- y B-períodos de la diferencial q: 


А (Р) ~ А (Р) + n:1 + т.т, л, т son enteros. (13) 


(12) 


De manera que está definida la aplicación A (P) de Ja superficie 
elíptica de Riemann R, en su toro de Jacobi 7”. 
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aviacion s, La aplicación A (P) es regular por doquier, o sea 
su diferencial en ninguna parte se anula. 

La demostración es evidente, 

conoLarto. La aplicación А (Р) es un isomorfismo (complejo- 
analítico). 

pemostación. De la anterior afirmación se deduce, que А (Р) 
es un cubrimiento. Está claro, que A (P) transforma las generatrices 
a. 6 del grupo st, (R,) en las generatrices del grupo л, (7%). Por 
eso el cubrimiento А (P) es trivial (véase [1], parte 11, $ 19). El 
corolario queda demostrado. 

osenvación. En la teoría de funciones complejo-analíticas so 
demuestra que cualquier toro complejo 7? ев un Loro de Jacobi de la 
superficie elíptica de Riemann. 

Para el caso do superficies hiperelípticas Rg, donde g > 1, para 
cualquier juego de puntos Qi» . . «» Qg de la superficie Rg, está dofi- 
mido el vector A (Qu --.» Ой = (A1 >. .+ 48), donde 
° 


s 
¿e к=1, 8 (14) 


k 
А, si e=) P EA 


Aquí Ф. Фо es una baso estándar de las diferenciales holo- 
morfas, normalizadas por la condición È qa = буд. Las curvas de 


е 
integración desde un punto fijado О, hasta los puntos 01, ..., ©з» 
se cligen convencionalmente. Estas curvas están definidas sólo con 
exactitud hasta las combinaciones con coeficientes enteros de los 
ciclos 


& £ 
оо, Oua È, mai +$, mbs as) 


Por eso las magnitudes A* (Q,, - 


‚ Qa) están dofinidas con exacti- 
tud hasta los períodos de diferenc 


les holomorfas: 
АО... PES OH E món +2 пуу. (16) 


o bien 


Р 
AlQu co. QA A (Qu .... OD +Ë, met Š meern an 


donde е, . . .. ezg son vectores construidos más arriba y generatrices 
del retículo Г. Por eso el vector-función А (Qy. . . -» Qg) toma valoros 
en el toro de Jacobi Т?# = С#/Т de la superficie de Riemann Rg. 
Esta aplicación se llama aplicación de Abel. 

ArmMacIóN 2. La aplicación de Abel es invertible, si no hay coinci- 
dentes entre los puntos Qi. ..., Qg- 
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ремоѕтдАстох Para simplificar los cálculos. consideremos, que 
entre los puntos Q,, . . ., Qg no hay puntos de ramificación. Entonces. 
en cl entorno de un punto Q, es posible tomar la coordenada 2 = 2) 
en calidad de un parámetro local. Calenlemos jacobiano de vna trans- 
formación А (01, ..., Qg) o sea, det (947 (Qy, -... Оо), El 
cálculo es cómodo hacerlo en la base о, © (fórmula (1)). Enton- 
ces obtendremos 

[ZY 4t 

Obtendremos do aquí para el jacobiano buscado: 


YE 


= 


9 A 


Dem 


7 
NAO) 
кә 


(Homos utilizado la expresión conocida del álgebra para un «determi- 
nante de Vandermonde».) Está claro, que este jacobiano es distinto 
de сего, ві los números 2, . . .. 2, son diferentes de par сп par. La 
afirmación queda demostrada. 

OBSERVACION. El problema de inversión do la aplicación de Abel 
es conocido en la geometría de las superficies de Riemann como el 
«problema do inversión do Jacobi». Este problema admite una solu- 
ción explícita: cualquiera función simétrica do las coordenadas 
у. » + Zg de los puntos ©з... .. Qg se expresa mediante una O-fun- 
ción de Jicobi—Riemann (véase МЇ. parte II, $ 4), construida рог 
un toro (abeliano) de Jacobi 7°, Damos una fórmula para calcular 
la suma de las coordenadas 2, + + 2, de lor puntos 0)... ++ Qgr 
sin brindar aquí fórmulas generales: 


at.. +3 ое, Y do (18) 


donde el operador -$ tiene la forma 


+ HE (19) 
ademas, 
Va=ó k=l g (20) 


(las magnitudes су, están determinadas por las fórmulas (10), с es 
una constante. 
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Los propios puntos Q,, „ Qg se determinan a partir de las ecua- 
ciones А (Qi. ..., Qg) = y. univocamente, con exactitud hasta la- 
permutación. 

Utilicemos la transformación de Abel a la integración de Jas 
ecuaciones de Kovalévskaya para el movimiento de un cuerpo sólido» 
pesado con un punto fijado. Las ecuaciones del problema de Kova- 
lévskaya tienen la forma (véase {31]) 


2r=qr, тта. 
24= — рг —рүз, Үг PYs— гүз. (21) 
т=н, Үз== ун РҮ» 

= сопзі. 


Las ecuaciones (21) pueden ser escritas en forma де Hamilton, 
pero no la damos (véase más abajo Suplemento 1). Estas ecuaciones- 
tienen las siguientes integrales: 


H = 2 (p° + Ф) + r° — 2, (energía), (22). 

L = 2 (рү, + 472) + түз (momento), (23)- 

K = (р? — 4% + ит)? + (2рд + руг)? (integral de Kovalévskaya). 
(24)- 


Además, se cumple la condición de conexión y? + y} + y? 

Consideremos una superficie compatible Че үө. де ¿stas dotes 
grales: H = 6h, L = 21, К = К, donde h, l, k? son constantes. 

Si se cumple la condición Ж conexión $ + y? +y = 1 las- 
ecuaciones (22) — (24) dan una superficie bidimensional (variedad. 
invariante de un sistema dinámico (2{)). 

Introducimos las coordenadas $4, з en esta superficie (variables. 
de Kovaléyskaya). suponiendo 


ЕРЕ г зунун 


donde х,а =реі. R(= тре каш е -r 
R (т, 2) = абай + Ghara + 2н! (a + a: у 

е еар Si» Sa las ecuaciones 
(24) se escribirán en forma 


YD) IO) 
o AP 24 


donde Ф (2) es un polinomio de quinto grado, que tiene la forma 
0()= 16 — 3H)! + p — 10] — 2р8) х 
X (z — 3h — k) (2 — 3h + k). (26) 
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omservación. La ecuación (25) coincide con la ecuación de conmu- 
tatividad en la superficie de nivel de dos integrales, indicada en [1], 
parte II, $ 30. 

Los segundos miembros de las ecuaciones (25) son funciones unívo- 
«cas en una superficio hiperelíptica de Riemann de género 2, dada 
por la ecuación w* = 0 (2). Por eso obtenemos movimientos de un 
par de puntos (Ру, Р.) por esta superficie de Riomann. 

Por ejemplo, sean todas las raices del polinomio Ф (т) reales y 
distintas. Designémoslas por ао < а, << а, < а, < 44. Si los datos 
iniciales para el sistoma (25) so oscogon reales y tales, que а E sı < 
< ар ау 5, < y entonces en cualquier instante £ los números 
sy (1) serán reales y satisfarán las mismas desigualdades, Jos puntos 
P, = Р, (0), Р; = Р, (£) se moverán on la superlicie de Riemann 
por los ciclos encontrados sobre los segmentos [a,, а] y lay а} 


Fig. 48. 


(véase la fig. 48). Estos ciclos están pegados de dos ojumplares 

[a,, a,1* y lap, asl”, las: @4]* y (аз, a4] por los extremos de los segmen- 

tos correspondientes. Un «punto de fase» (Py, Pa) se muevo por un 

toro bidimensional (real). Para integrar las ecuacionos (25), aplique- 

mos а ellas la transformación de Abel, construida por una curva 

hiperelíptica de género 2, dada por la ecuación и? = Ф (z). Aquí 
lz 


tenemos dos diferenciales holomorfas independientes 7 y 
2d 
. Hacemos 
УФ) 
Ps 
A! (Pi, ra= 
Pd (27) 
Аар, PA= | HE 


Р, 


£P, es cualquier punto de la superficie de Riemann). 
ArmmacioN з. Después de la transformación (27), las ecuaciones de 
Kovalévskaya (25) pasan a un sistema lineal con los coeficientes cons- 
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tantes de la siguiente forma: 

4 

ar A (240, Pa(t)=0, 


(28) 
FA PLD, PA) =. 


brnosrracion. Supongamos que los puntos Р. (д, Pa (f) so di 
tinguen de los puntos de ramificación ap, . . ., аз. Entonces los pará- 
motros locales en el entorno do estos puntos son $, Фу. Por eso, on 
virtud de las ecuaciones (25) tendremos: 

A 


Vo) УФ 
1 МФ) _ VD) 


ABD, Р.0)= 


50 =0, 
2 VOG) 2 V0() 
FALCO PO) = A yT 
La afirmación queda domostrada. 
PROBLEMA 3. Demostrar, que un sistema de la forma 
de 2.8%) 
de e н (29) 


con una transformación de Abel también рава a ser un sistema con 
los coeficientes constantes. 


En vigor de la afirmación 3 tenemos: 
АР Ф, Patt) =A! (Palha), Pa, 
APD, PL) = AP, (t), Patt uo. CO 


De manera que después del paso a la variedad de Jacobi, el sistema 
de ecuaciones do Kovalévskaya se resuelve completamente. Para 
obtener una dependencia explícita del tiempo £ de las variables 
$1» Sa ез nocesario invertir cì cambio de variables (27), o sea, solu- 
cionar el problema de inversión de Jacobi. 

concLusion. La variedad invariante {H = 6h, L = 21, K = k, 
y? = 1) del problema de Kovalévskaya (al prolongarse en un domi- 
de complejo), es un toro de Jacobi 7% de la superficie de Riemann 

= Ф (2)}. 

Ahora demos otros ejemplos de los sistemas de Hamilton, que 
admiten la integración con ayuda de la transformación de Abel, es 
decir, de tales sistemas, cuyos toros invariantes, al prolongarse en 
un dominio complejo, son toros de Jacobi de las smperficios de Rie- 
mann. 


1101126 
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юзємгго 1 Recordemos, que la «ecuación de conmutatividad» 
(véase [1]. parte JI. $ 30). 


12. А, + 4 + сл. = 0, (31) 
donde £ = —Pldx2 + u (х) es un operador de Sturm—Liouville; 
Au Ау, Ау, son operadores diferenciales respecto а т, de los órdenes 


primero, tercero y quinto; су. cz, son constantes. Esta ecuación puede 
ser escrita on forma de Lagrange 
SL 
ON 


(32) 


con lagrangiano 
L=L(u, и. u)= tt фа 
+0 (аә) Heute; cym conste (33) 


Las soluciones del sistema (32) son potenciales periódicos con zonas 
finitas (bizonales)y casi periódicos del operador £ (véase [4], parto И, 
$ 30). El sistema de Hamilton correspondiente, con dos grados de 
libertad, tiene dos integrales independientes Jı, Ja en involución, 
о soa, es inlogtable completamente. Las coordenadas explícitas 
Mi Ya On las superficies de nivel de estas integrales tieno forma (para 
el caso сү = 


u= —2 (y + v), 


С A 
E Guia) = 5 Ў dudo (34) 
i<j 
donde Ay, . . .» А, son raíces del polinomio, Ру (А) = 0; la expresión 


de los cocficiontes del polinomio Р, (А) por medio de las constantes 
€1 су су y de las integrales /,, Jẹ es dada en las fórmulas (30.30) 
de lå parte II del libro [1]. En estas coordenadas la ecuación (32) 
se escribe en una forma coincidente con (25) después de volver a 
designar s; — Yi, t>x (11), parte 11, ecuaciones (30, 33)) y por озо 
también se integra por el cambio de Abel. (La superficie de Riemann 
de género 2 es dada, en este caso, por el polinomio Ру (4).) 

Prestemos atención a que las fórmulas (29) describen la depen- 
dencia temporal u (т, t) de las soluciones de la ecuación de K dV 
(véase [1], parte 11. $ 30), donde s; > ү, (¡verifíquese!). 

OBSERVACIÓN. Las ecuaciones de conmutatividad de órdenes supe- 
ríores sé integran también por la transformación de Abel y por eso 
tienen. como variedades invariantes (on un dominio complejo); 
los toros de Jacobi de lás superficies hiperelípticas de Riemann de 
géneros superiores. 
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sueno 2, En el problema de Neumann sobre el movimiento de 
una partícula en una esfera bidimensional 


n= =1 (85) 
bajo la influencia de un potencial cuadrático 
2 
U (a) D ай, а= const, (36) 


las ecuaciones de movimiento tienen la forma 
= ари). i=0, 1, 2, (37) 
(37°) 


donde 2. (t) es un multiplicador de Lagrange, que surge a causa do la 


superposición de la conexión (35). El sistema (37), (37') puede ser 
obtenido de un flujo de Hamilton en R* con hamiltoniano 
LS atti ey (ry) (58) 
ai 


por una acotación en la esfera z? = 1. 
тиовыкмл + Demostrar que las funciones 


Fi peat ХӘРӘ. 0.12 (80) 
Е 


son un sistema de йа. independientes en la involución para 
un sistema con hamiltoniano (38). 
El propio hamiltoniano M tiene la forma 


н= У D ар. 140) 
= 


rropLemMA s. Comprobar que la transformación 


transforma un flujo de Hamilton construido en un flujo goodésico, 
en un elipsoide triaxial (+problema de Jacohi») 


х 2-1 (42) 
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(las geodésicas en un elipsoide triaxial fueron halladas por Jacobi). 

Mostremos que el problema de Neumann (y. por consiguiente, 
el problema de Jacobi) se integra por la transformación de Abel. 
Reducimos el problema de Neumann. siguiendo los trabajos moder- 
nos, al ya considerado problema sobre los potenciales bizonales 
(«ecuaciones de conmutatividad» (32). 

Scan ро, Pas Ф: funciones propias de un operador £ = —d Vda? + 
+ u (2) con propios valores do. а, az, correspondientemente, о ѕов, 
soluciones de ecuaciones diferenciales 


Ly = ae i=0, 1, 2. (з) 


Las еспасїопез (43) vuelven a escribirse en forma 


yi = anp +u (e)p 1 0, 1, 2, (44) 


que coincide con las ecuaciones (37) del problema de Neumann des- 
pués do volver a designar z — t, у —> жү, u (х) == А (t) (multiplica- 
dor de Lagrange). Queda por satisfacer la ecuación de conexión 
У 4 = 1. Escojamos para esto un potencial bizonal u (z), de tal 
manera, que los ceros Ag .... As del polinomio correspondiente 
Р, (à) (véase más arriba) tongan Ja forma: 
маа ма, << М << аз, 
п (45) 
P= Ц 0л) ) 


[= 


(sextromos derechosde lagunas» en el espectro del operador £ véase 
11], parte II, $ 30). Resulta que las soluciones que necesitamos de las 
ecuaciones (43) se expresan simplemente por las variables ү. Ya 
determinadas por las igualdades (34). 

PROBLEMA 6. Demostrar que las funciones de forma 


yp (2) оа И (агт (00) 041—2 (0). 10, 1, 2, (4%) 
donde «a, son constantes y satisfacen las ecuaciones (43), 
4 
si из —2 (M4 v0 А. 


n= УР). = 2i Y Р) 0). 


PROBLEMA Т. Demostrar, que si se escogen constantes о. 01, 04 
en forma 


а= Па а", i=0. 1,2, (47) 
qu 
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entonces, para las funciones y; de forma (46) se cumplo la condición 
de conexión 
A (48) 

Las fórmulas (46), (47) dan una completa reducción del problema 
de Neumann (у, por consiguiente, del problema de Jacobi) al pro- 
blema de inversión de Jacobi para la superficie de Riemann de géne- 
ro 2 con puntos de ramificación (45). 

Es curioso notar que, a pesar de la coincidencia de los toros 
invariantes y los flujos en ellos (¡hasta en un dominio complejo!) 
para la ecuación (32) de potenciales bizonales, así como también para 
los problemas de Neumann y Jacobi, todos estos sistemas de Hamil- 
ton по son canónicamente equivalentes (¡verifíquese!). 

Los sistemas de Neumann y Jacobi con dos grados de libertad. 
considerados en detalle por nosotros, casi automáticamente vuelven 
a escribirse para las dimensiones grandes. La integración de estos 
emas siempre puedo ser reducida a potenciales de zonas finitas. 


$ 13. Propiedades más simples de las variedades de Kahler. 
Toros abelianos 


DETINICIÓN +. A una variedad compleja М2" con una métrica 
hermitiana ds? = gya 02% (20. donde Rap= Сва, Se la Jamará de 
Kahler, si una 2-forma reo) correspondiente Q = 2 У) goydz2 A da? 


<p 
es corrada: @@ = 0, Vione Jugar la afirmación (véase [i], КЕП 1, 
$27): para una métrica de Kahler la forma О" = Л... A Q (n fac- 
tores) es un elemento de volnmen no nulo múltipl 


La сй =c V det gapda A... Л 2" Л йй Л... Л б". o0. 
(mM 
GONOLARIO. Las formas 2', i= 1. . . ., n en una variedad compacta 
de Kahler no son cohomológicas a nulo. Por eso, los grupos И\(М?*, 3) 
son no triviales. 
DEMOSTRACIÓN. Si la forma О es exacta, Q = Фо, entonces la 
forma О" es oxacta, О" = dlo ДОЛ... AQ). Pero en una 
variedad compacta tenemos: 


| Qe | аузео. 


К м 


Esto significa que la forma О no es exacta. El corolario queda de- 
mostrado. 

EJEMPLO 1 Cualquiera superficie de Riemann es una variedad de 
Kahler por razonamientos de dimensión. 
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Una métrica hermitiana en CP” se obtiene de la 


forma 
at= Y ака (Y 243) (Y vaz) (2) 
= к а 
еп un espacio £**, а la cual consideramos como una forma en la 


osfora 521: z024... 4 12712 = 1. Vorifiquemos que la forma dsè 
es invariante respecto a las transformaciones 


a meita, 20 нет 


Con Ja transformación indicada obtendremos 


а ее (di iè дф), d7 — eto (d3 —i2 dy), 


así que 
5 агй" Уак del D (+ 9—2 as] арҷ ач, 
Д + 
У ла -J 2 d —idg, Y 2 dd У Y dz! + tdg. 
7 F 


Por consiguient: 
У add 
T 


(5 z d3") (224) > 
7 
Das 0—(У ^ de) {2 2 dal) Ў 


De manera que es posible considerar la forma ds? como una métrica 
en CP”. La forma Q, definida por csta métrica, es del tipo: 


e= Jd par (Da e) A (#4). (8) 


Еп la esfera S2*! tenemos У) 2% = 1, de donde Y 2" 294 D 2" dz* = 
=0. Por eso la acotación de la forma Q еп la esfera da 


Q=- D ad Л (4) 


Esta forma es cerrada (ha sido considerada en el $ 4 al examinar un 
anillo de cohomologías del espacio СР"), por eso Ja variedad СР" 
es de Kahler. 

елемрио з Ahora demos un ejemplo de una variedad compleja 
compacta, que no admite una estructura de Kahler, o sea la variedad 
de Hopf. Designemos por Г а un grupo, que actúa en el espacio 
En 0, engendrado por la transformación 2 > 2z. Está claro, que un 
factor (C"\ 0)/T por-esta acción es una variedad compleja compacta, 
homeomorfa а un producto directo 5! x S%-1, Entonces, 
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Н? (51 x Sl, Қ) = 0 (п ;> 1). y по es posible introducir una 
estructura de Kahler en esta variedad si n > 4. 

Están definidas en la variedad de Kahler los períodos de la forma 
92 que son gus integrales por Jos ciclos bidimensionales de H, (M®*, 2) 
So dico que la variedad es de Hodge. si todos los períodos de la forma 
Q son enteros (0 se hacen enteros después de multiplicarse por un 
mismo número, © — А9). 

Por ejemplo, para la variedad СР" sabemos que Hs (СР", Z) = 
= Z, por eso es posible multiplicar una métrica ds? рог un número 
conveniente, para que el único período de la forma Q se vuelva un 
número entero. 

PROBLEMA 1. La generatriz en el grupo Н„(СР", Z) es una sub- 
variedad CPt, dada en СР" por las ecuaciones 22= ... = 2" == 0. 


Calcular el período de la forma 2=- J) dz* A dzřpor esto ciclo 
4=0 
(multiplicador normalizante). 

AFIRMACIÓN 4. Una subvariedad complejo-analítica №" de la 
variedad de Kahler M*", es de Kahler. Si М?" es de Hodge. entonces 
№" también es de Hodge. 

pemosmación. Sean: ў: №2" > 4%, una inmersión; ds”, una 
métrica hermitiana, que da on №2" una estructura de Kahler; О, una 
forma cerrada, conexa con ella. Entonces, ds* induce una métrica 
hermitiana /* ds? оп №2" y la forma conexa con ella es igual a /*Q 
y también cerrada. Рог eso. la variedad №" es de Kahler. Si с es 
cualquier ciclo bidimensional en la variedad №", entonces es justa 
la igualdad 


fra= (о. 

è fie 
Para un ciclo con coeficientes enteros с, el ciclo Јас es también con 
coeficientes enteros, por eso ї Q es un número entero para la varie- 


А 
dad de Hodge А". De aquí se deduce, que А?" оз de Hodge. La 
afirmación está demostrada. 

En la variedad СР" зе destacan subvariedades complejas com- 
pactas y algebraicas. La clase más simple de estas variedades se da 
por un juego de ecuacionos («intersecciones completas») 


Р, (os <- 24) =0, 
ы } © 


Е, (Zos - .. 2.) =0, y 


donde todas las funciones F}, 
Fi (сда, -- -+ 020) = саба... 2а). 


+ Ру son polinomios homogéneos: 
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coroLarIo. Todas las subvariaciones complejas regulares en CP 
son variedades de Hodge. 

OBSERVACIÓN. Cada subvariedad de este tipo define un ciclo 
Nim CP". Рага las subvariedades algebraicas compactas este 
ciclo nunca es cohomológico a nulo. Realmente, sean: f: №2" 
> СР", una inmersión (un encaje); ©, una forma estándar en CP", 
Entonces, /*Q os una 2-forma on Л", conexa con una métrica indi- 
cida de Kahler. Por eso, (7*0)" es un múltiplo no nulo de un elemento 
de volumen en N?", En virtud de compactidad, tendremos: 


| то" +0, 
м 


do donde È 9" 50. El ciclo 7,2" no es frontera en СР" 
умт 

porque la forma ©" es cerrada y su integral por cualquiera frontera 

es igual a cero, en virtud de la fórmula de Stokes. 

Ahora consideremos el caso, cuando los toros complejos 7% = 
= С"/Г son de Hodge, donde el retículo Г está engendrado por 2n 
vectores linealmente independientes €,, ..., Can: La métrica de 
Kahler en el toro 7?® se obtiene, si tomamos en С” cualquiera métrica 
hermitiana con coeficientes constantes. Si en el toro 7?" está dada 
alguna métrica de Kahler, entonces, es posible hacerla media (inte- 
grarla) por el toro 7?" y obtener una métrica con coeficientes cons- 
tantes, 

PROBLEMA 2. Demostrar que si una métrica inicial es de Hodge, 
entonces, después de hacerla media, obtendremos una métrica de 
Hodge con los mismos períodos (consideramos, que el volumen del 
toro 7?” es igual a 1). 

Así, es suficiento con examinar un caso de métricas con coefi- 
cientes constantes. Cada tal métrica es definida por cierto producto 
escalar hermitiano en С" = А": 


H(y)= 2, haria, 200), р (80, hochon (9) 


H (z, y) puede ser considerada como una función bilineal de valor 
complejo en Е?" x R, que satisface las relaciones: 


Ну, а) = Н (=, y) Н(їт, уу==1Н (z, у). m 


Si H (z, y) = F (z, y) + iG (х, y), donde F (x, y) y G (z, y) son 
reales, entonces de las igualdades (7) se deduce, que F (z, y) = 
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= F (y, 2), G (z, y) = —G lu, 2), F (æ, y) = G liz, y). Por eso, la 
forma Ё (z, y) es definida como positiva y toda la forma se define 
por una parte imaginaria de G (z, y). 

AFIRMACIÓN 2. El toro Т?" = С"/Г es de Hodge si, y sólo si, existe 
una forma antisimétrica real G (z, y) = —G (у. х) tal, que: 

4) la forma F (z, y) = G (iz, y) es simétrica y definida positiva. 

2) G (еш, ep) es un número entero para cualesquiera dos vectores del: 
retículo. 

A estas condiciones se las llaman relaciones de Probenius. 

DEMOSTRACIÓN. En virtud de los razonamientos arriba menciona- 
dos es suficiente con demostrar que la condición 2) es equivalente 
a que la métrica en el toro 7°", definida por una forma hermitiana 
H le, y) = G (iz, y) + iG (z, y), es do Hodge. Sabemos que el rango- 
del grupo Ha (7*", 2) es igual a Cf, = п (2n — 1) (número de combi- 
naciones), donde la base de los ciclos bidimensionales en 7°" tiene 
la forma Cap = {ñea + һер}: OSA, << 1 (@< ф). La forma C 
es conexa con la métrica de Kahler, por eso el Loro Т?" ез de Hodge 
si, y sólo si, las integrales de la forma G por todos los ciclos сор son 
enteras. 

La acotación de la forma G en el ciclo cap es igual a G (eu, ep) X 
x da A du. y la integral por este ciclo єз igual а G (ел, ep). La 
afirmación queda demostrada. 

En el $ 4 de la parte II del libro [1] fue introducida una impor- 
tante clase de toros ahelianos complejos. Si definimos una matriz 


(Вл) con las igualdades ens = Ў) Baes 1 0 п, entonces, 


para el toro abeliano la matriz (Ву) debo ser simétrica y tener una 
parte imaginaria positiva. En particular, en el parágrafo anterior 
se mostró que los toros de Jacobi de las superficies de Riemann son 
abelianos. Tiene lugar la siguiente afirmación. 
APIRMACIÓN 3. Cualquier toro ubeliano es de Hodge. 
DEMOSTRACIÓN. Damos una forma hermitiana J (т. y) con la 
igualdad 


H(z, у)= буй, a=(d, 2) у= э). (8) 


Aquí la matriz (Въ) es inversa a la matriz positiva definida 
Im В. La parto imaginaria de la forma H (=, y) es del tipo 


G (2, 4) = Im H (e, y) = ур Bas (201—280) (or 


en virtud de la simetría de la matriz (бу). Comproberaos, que Та 
forma antisimétrica G (z, y) toma valores enteros en la base ер. . 
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‚ esn del retículo T. Tenemos, para т, 15 n: 


Gem» er) = 37 Бу\бьб! — 05n) = 0, 


G lemi enad = Ji ур Pas Oh Bu — Budh) = 


i 
= òh D бу (Im Вул = бб — Em = — G (Enti бы 
› 


Y bw (Ваи ВВ) = 


G (enem Cusi) = 


is — birbi) = н dm =0, 


=D but 


donde se han introducido las designaciones Ьу = Re Bjr, bjn = 
= Im Ву. Así, la forma G (т, y) es con cooficientes enteros en el 
toro 7T% = С"/Г. Es evidente que la métrica hermitiana (8) es 
definida positivamente. La afirmación queda demostrada. 

PROBLEMA з. Demostrar la corrección de una afirmación inverss: 
«cualquier toro de Hodge es abeliano. 

Notemos, en conclusión, que la importaucia de la clase de toros 
de Hodge (o abolianos) consiste en que cualquier toro abeliano puedo 
ser realizado explícitamente con ayuda de 0-funciones como uni 
subvariación algebraica regular en un espacio proyectivo complejo 
(Leíshetz). Esto teorema es justo para todas las variedades de Ной 
(Kodaira; véase [21)). 
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Es conveniente describir un tipo más de homologías, que tiene 
una importancia esencial en diferentes dominios de las matemáticas 
«pero no en los límites de los materiales de oste libro). 

Sea X un espacio recubierto con los dominios abiertos Us 
UU,=X. 
a 

Exigimos que el recubrimiento {Ce} sea «localmente finito 
(es decir, sólo juegos finitos de los dominios Ua pueden intersecarse). 

DEFINICIÓN 1. a) Se llama prehaz F a la correspondencia ques 
сайа dominio U = X le confronta un grupo abeliano (anillo, campo) 
Fy; se exige, que a un encaje (inmersión) U < V le corresponda ш 
homomortismo de «restricción» 


Жез RENY 20 4 


Si Uc Va W, entonces iuw=ivyiyw. El prohaz F дебей 
prehaz F |y en cualquier dominio С СХ. 
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b) El prehaz Р se Hama haz, si tiene las siguientes propiedades: 
1) Sea que un dominio {7 se representa en forma de unión do 
dominios бы: 
0-00, 
a 


Entonces, si dp, (/) = 0 para todos los о, un elemento f € Fy debe 
at 
ser nulo. 
2) Cualquier punto tiene un entorno bastante pequeño 17 tal, 
que un juego de elementos «coordinados» fa € Fy, Se ropresenta como 


оп conjunto de restricciones de un elemento común f € Fy. Aquí 
U=U Us Uap=Ua П Ов Ора» 
a 


tuppo = орао ata («coordinación»), 
iu, vf = fa- 


А un conjunto vacío Ø le corresponde siempre un cero: Py = 0. 

Con el recubrimiento {U4} se relaciona un complejo simplicial, 
апегүіо de recubrimiento», designado рог N {U4}: 

1) los vértices o% corresponden a dominios La; 

3 las aristas од corresponden a pares (Ua, Up). si la intor- 
sección es mo vacía. Un N Ua э Ø; 

3) los triángulos обру corresponden al trío (Un. Ups Uy), donde 
la intersección es no vacía. Ua (1 Съ П Us зе 25 

4) el simplex diys.. Corresponde a un juego de dominios 
(0а, Ua,) talos, que la intersección Cao N --. П Са, es no 
vacía, 

Aparecen «cohomologías de recubrimiento» con coeficientes en el 
prehaz F: cocadenas /-dimensionales que son funciones lineales en 
los simplex 0%, ..a, de dimensión k en el nervio N {Ua} con valor 
en los genpos F (U ao . NUa,). Aquí los cocadenas tienen su 
dominio de valoros en cada simplex. A una cocadena e“ lo corresponde 
su cofrontera 


; 
T E 
RARA 


donde 
eo. 
аак 
U=Ua 1... N Uap 
E E П Ё, П 


tel dominio Ua, está borrado de la intersección). 


) se encuentra оп un grupo Puy 
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A las cohomologías de recubrimiento se las llamarán grupos 
сосіепіеѕ de los cocielos por las cofronteras: 


нч (N {Ua} F) = Кет S/Im ô = 28/69. 


Sea que un recubrimiento (Va) está «inscrito» en (U«): side 
intersección Va П Ua es no vacia. entonces Vg se encuentra integras 
mente en Ua. Es fácil de verificar que surge una aplicación simplicial 
(un simplex pasa a ser simplex) de los nervios de estos recubrimien 
tos: 


No мш). 


De manera que, utilizando (1), tenemos una aplicación de сось 
denas y cohomologías: 


нумо). F) Na), F). 


Toda esta estructura (para los recubrimientos bastante «peque: 
ños») describe Jas cohomologías con coeficientes en el haz: И* (X, Р 
os un «límite de espectro» (бу) de todos los recubrimientos del 
espacio Х. 

Los elementos x de este «límite del espectro» están representados 
por todos los elementos posibles г, € Н? (М {Ua}, F) para todos 
los recubrimientos posibles {7} 

Los elementos л € H (N {Ua}. F) y ху ЄЛ" (N {Wy}, Р) ss 
representan con un mismo elemento de 17% (X, F) si, y sólo Si, tom 
mos para cierto recubrimiento más pequeño V. inscrito on U y W 


Фф үг, = Pier En = ху € HUN {Ve}, Ё). 


esempLo 1 Haz constante. Sean Fy = 6 (un grupo abelian. 
el mismo pora todos los (7 5 Ø) aplicaciones ivy idénticas 
luv = 1:б леб. 

Si X = М" es una variedad. y un recubrimiento es tal, que todos 
los conjuntos Uas П... П Un, son contractables (por ejemplo, 
Ua son figuras convexas, pequeñas por su tamaño en una métrica 
М"). entonces es justa la igualdad 

H* (N (U,), G)=H*(M”, б). 

рвовьЕмА 1. Demostrar que en este caso el nervio es un complejo 
equivalente homológicamente a M”. 

Esempro 2. Haces continuos (funcionales). Aquí Fy es un anillo 


(espacio lineal) de las funciones de alguna clase: continuas, suaves, 
holomorfas, algebraicas, etc. en el dominio U < X. 
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prontEma 2. Demostrar quo //° (X. F) son funciones de la misma 
Лазе, delinidas globalmento еп toda la variedad X = М" y Fy = 
=H° (С, F lp). 

DUPINICION GENERAL. A un haz È, definido por un prehaz F. se le 


llamará nuevo prehaz tal, que Pp = H° (U, F ly) para cualquior 
dominio U. 

El grupo ИҢ! (X, F) aparece, por ejemplo, en el siguiente pro- 
blema: soa dado un juego de las «partes principales» fẹ de una función 
f өп los dominios Us. donde U Ua Aquí X = М?" es una 


A 
variedad compleja. Las partes principales fe son, por ejemplo, 
partos de Laurent de una función incógnita f cerca de los polos. Es 
necesario hallar una función meromorfa f en X tal, que las funciones 
{f — fa) son holomorfas en los dominios Ug. Está claro, que es nece» 
saria la «coordinación» о sea. fa — fe == gap Son holomorfas en las 
intersecciones Ug П Ug. Indicar la relación de oste problema con las 
cohomologías H(X, F) en un haz. donde F (U) = H° (U. F) es 
un озрасїо lincal de las funciones holomorfas en el dominio U. 
Demostrar quo el problema es resoluble, si H! (X, F) = 0. 


А 

esmero з. Un ejemplo más de un haz: sea X > У una aplica- 
ción continua. А nn dominio {7 = Y le corrospondo /-! (U =) = X. 
Hagamos 


Fi = H’ (f7 (U). 


Aparecen Jas cohomologías H° (Y, F?), j > 0, q > 0, En la variante 
más general del teorema de Leray (véase el § 8) es necesario cambiar 


P 
Еў * por H° (Y, P’). Todo lo demás sigue siendo correcto. Si X + У 
es un espacio fibrado, donde la base es un complejo celular y simple- 
mento conexa, entonces tenemos 


HUY, P)=HUY, Н? (R), 


donde Ё = p- (y) es una fibra. Demostrarl 

memo 4. El problema sobre la clasificación de un espacio 
fibrado con una base X у un grupo estructural G. que fue considerado 
en el $ 25 do la parte И del libro [1] desde otro punto de vista, da 
un ejomplo de haz (hablando en general, de los grupos no conmuta- 


tivos). Sea dado un espacio fibrado Е —> X con un grupo G y una 


libra Ў. Si {Ua} es un recubrimiento X, donde p-* (7) = 0, X F, 
entonces la estructura de un espacio fibrado es definida por las 
«aplicaciones de pegadura» (véase [1], parte П. $ 24) 


Map = fpa Ua N Us — G 2) 
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Al mismo tiempo рага Ua f) Up N Uy tenemos 
арала = 1. 6 


La condición (3) significa, que el juego (has) es un cociclo unidi men- 
sional en el recubrimiento g 2} con valor en el haz F, y £ (Ua) son 
funciones continuas sobre Ù, con valor en G. Si un espacio fibrado 
es directo, entonces tendremos (es posible, que al principio haya que 
dormonuzar ol eade ento) un juego de funciones fa: Ua == 
tal, que Aan => ачта. De manera quo las clases del espacio fibrado 
son elementos а ГА (X. Р). Esto no es un grupo, si С ев по abeliano. 

eromtema a Calendar Y (Х. F). si G es un grupo abeliano, 

promtema & Demostrar que un haz F sohre una variedad suave, 
«donde F, es un espacio lineal de las funciones suaves on un dominio U 
(más exactamente, suaves en un dominio cerrado U > U). tiene 
cohomologías triviales con q>0 HIM" F)=0. q>0; 
H° (М", Ё) == C* (M”) es un anillo de funciones sobre 4”. Sobre 
las variedades complejas se tiene un haz holomorfo, para el que no 
es cierto este hecho. 

probtema 5 Por analogía, si es dado un espacio fibrado vectorial 
con base В = M”: sean Fy secciones suaves de un espacio fibrado 
sobre un dominio U. Demostrar la igualdad (no será cierto esto un 
una variante holomorfa): 


(MA, Р) = 0. д2 0. 


H? (М", Е) es un espacio de secciones de un espacio fibrado. 
INDICACIÓN. Aprovechar el hecho de que es posible prolongar una 
función suave del domi U sobre toda la variedad М". 
PROBLEMA y Sean FW, РЧ), 7D, (гез haces, donde para todo U 
do forma esférica lo suficientemente pequeño, tengamos una sucesión 
exacta de los grupos: 


о. кр rl ro, 


con esto, todos los ар у fp conmutan con las aplicaciones 


шу: FP > FP, k=0,1,2. Construir una sucesión exacta de 
cohomologías 


0> H (M, FO -% Hoqa", pay E 
5 


L mur, em) mar, В) -® 
5 mar, көзу Ln ar, F 5 


Lip, ro. 


EsBurzo 1. Sean: Fy, funciones suaves reales en el dominio U; 
Рў un haz constante de forma Fi? =Z y FẸ funciones con valor 
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en G=Si=R/Z. Calcular H3(M”, FW); clasificar los espacios fi- 
brados con el grupo С! = 5, utilizando Jos problemas dados arriba. 


EJEMPLO 2. Sean: Fi”, un espacio lineal de las funciones holo- 


morfas en el dominio U; Fg"=Z, un kaz constante; Fi” un grupo 
con operación de multiplicación de las funciones holomorfas еп U, 
que no se anulan. La aplicación a:Z > Р? es una inmersión (un 


encaje) de las constantes, la aplicación В: бр > ТР tiene la for- 
ma f — ехр(2лї/), la inscripción del haz qee es multiplicaliva. 


protesta 7. Demostrar que el grupo Н! (Mr, Fo») clasifica los 
{-еврасїоз fibrados holomorfos (véase (1), parto "п, P2. ¿Cuál es 


lu relación del grupo А (1%: Ё) соп la clasificación de los espacios. 
tibrados holomorfos, que son productos topológicamento directos 
(es decir, sin estructura compleja)? 

рәемрго в. Por definición, son tensores las secciones de diferentes 
potencias tonsoriales de un espacio fibrado tangente de los vectores 
y covectores, Con los tensores están relacionados los haces, donde 
Fy son campos tensoriales suaves sobre el dominio (7 = Л/" en la 
hase М". En el caso cuando se toman tensoros antisimótricos (con los 
Índices inferiores), o sea, formas diferenciales, podemos definir los 
haces P!, donde Ру son formas sobre el dominio U = M”. Surge una 
«sucesión exacta de los haces» (es decir, de los pros, Pi para todos 
los pequeños dominios de forma esférica 17 с M"): 


0 В PL AS Ри 0 (4) 


Aquí А es un haz constante (constantes) y el operador d en cualquier 
dominio U transforma las formas del grado ¿en las formas del grado 
i+ 1. La exactitud de la sucesión de los haces (4) se deduce del 
corolario. 1 del teoretis 1,2, que afirma que раса los deminios pequo- 
йоз do forma esférica U cada forma cerrada w con deg wm 20 es 
localmente exacta, o sea de de = 0 y deg о > 0 se deduce о = dw’, 

Escojamos un haz de formas cerradas 2), = Fy. donde р“ Ker d 
(1-огтаѕ cerradas еп el dominio U œ M"). Tenemos una sucesión 
exacta de haces, por definició 


0>R Ро 2. z 0. 


Consideremos la sucesión exacta de las cohomologías de ostos haces: 


4 5 
0 лм", O RIIIE E) > НЭ ОМ", 21) + Н a R = IDAS, FS) 
0 


El 


teconstantersi lenes waira амир 
sobre M” + 


м" 


семе s | толан | = 


176 Cap. 1. Recetas del cálculo de homologías 


Utilizando el resultado del problema 4 (véase más arriba), tene- 
mos H? (М, F°) — 0. Por eso tenemos una aplicación sobre («epi- 
morlismo»): 


нм", Z) 5 BUM", R) = 0. 


El núcleo de la aplicación б tiene forma df, f es una función suave. 
De aquí concluimos 


HIM”, В) = Кегайт а= Н (М", Z*)/ (df) 


(о sca. clases do formas cerradas por las exactas). 

Complicando este razonamiento, es posible obtener ya mencionado 
«teorema de Rham» (véase $ 6): los grupos de cohomologías determi- 
nados mediante las formas diferenciales coinciden con los simpliciales 
На (41%, R) para todo q. Mostromos esto para qg < 2. 

Consideramos los haces 


а) FY/R=Ft; b) Zh=d(Fb) 
son 2-formas cerradas. 

Tonomos dos sucesiones de haces 

a) 0>R => F° — IR —> 0; 


b) 0> FYR S Fi > Z? > 0. 
De la sucesión exacta de cohomologías para a) concluimos, utilizando 
el resultado del problema 4 (véase más arriba): 

а) H'(M", PUR) = Н? (М. 
Ре la sucosión exacta b) tenemos: 

b) H? (MO, ZN (df) сє PAM". EUR). 
Puesto que H” (A7", Z?) son formas corradas, tenemos definitiva- 
mente: 


22 (MUYN(AJ) ее п (M°, R). 


CAPITULO 2 


PUNTOS CRÍTICOS DE LAS FUNCIONES SUAVES 
Y DELAS HOMOLOGÍAS 


$ 45. Funciones de Morse y complejos celulares 


Supongamos, que en una variedad compacta suave M sea 
dada una función de Morse (o sea, todos sus puntos críticos son по 
degenerados). Estudiaremos la estructura de las superficies de nivel 
fe = {f (z) = с) y de dominios de menores valores Me = {/ (х) < с}. 

Lemas. (М. Morse). Sean: f (z), una función suave sobre M; ху. 
un punto estacionario no degenerado o crítico para f. Es posible hallar 


tales coordenadas locales yl, . . .. y" en el entorno del punto зо que en 
estas coordenadas la función Y se escribirá ast: f (у у) = 


— (9) + (eya +... + (7). (El número d se 
Пата ш del punto crítico.) 

DEMOSTRACION. Al principio, hagamos la demostración cuando 
р = 2; рага п mayores los razonamientos son completamente aná- 

logos. 

En virtud del carácter local de la afirmación del lema, es posible 
considerar, que f (тү, х„) es dada en un disco Dj (0) de radio e > 0, 
1(0) = 0, donde 0 es un punto crítico рага f. Existen funciones 
suaves gı, ga tales, que f = a'g, + ад; gi (0) = Y о 

zi 


En realidad, tiene lugar la igualdad: 


po 

алад di=1(1-2)1(0-0=1(0). 

è 
Luego 

1 4 
a йй ыд. aed y 
'@= } pe шше | AE 44 = saga (л), 
donde 
А 
oruz) 
sta] 89 dt. 


1301120 
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Está claro que ge (0) = 0, puesto que el grad f (0)=0. Por consi- 
guiente, existen funciones suaves kąg(z) tales, que а. (х) = 
== аһы (2). Así: (ж) = х®х®һ в (z). donde se puede considerar, que 


Һар == зах Luego: В (0) = || has (0) = | ZLM]. En realidad: 


y ‚ 
a ов (2 
ва) | ЧӘ dt =s {адо ар 
è è 
‚ 
$ ишш куды 
è 


+ 
e { em ы E 
= | 3 аха hag (2)' 2". 


05 
Do aquí 
дз о) 
ГЫТ, 

Luego hagamos la demostración del lema con n = 2, En las 
coordenadas locales (тї, 2?) la función ў es de la forma: 

f= (012 hy + 20127 + (22)? haz. 

Se puede considerar que hy, (0) ++ 0. En efecto, la matriz || љар (0) |} 
es simétrica y regular y por eso es posible, mediante cambio lineal 
de coordenadas, reducirla a la forma diagonal. Ya que desde el 
principio se hubiesen podido considerar las coordenadas (a?, z*) 
talos, que А.в (0) || es de forma diagonal, y se puede decir que 
ha, (0) 5 0. Entonces hy, (z) = 0 también en algún entorno abierto 
del punto 0, y en este entorno tenemos: 


19) = (баа 2002 q (a de) + (2) (һа ЖЕ) = 
Shu (а-аа) + (ауе (ha). 


"i 
Puesto que Жүй — hi, 0 en algún entorno del punto 0 (la matriz 
llas (0) || es regular), entonces, efectuando el reemplazo 


s= УП (+a) Ё roy [+ e, 


has (0) = 


obtenemos: 
Fat, 1) = в (0) (9). 

Debido a que el cambio de coordenadas es зіп duda localmente regu- 

lar, el lema queda demostrado. 
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Demos la demostración del lema de Morse en el caso de un т 
arbitrario 

Recordemos, que es simétrica la matriz || Aap (0) || arriba intro- 
ducida. En adelante pasamos a la demostración por inducción. Sew 
que la función f en las coordenadas y?, y?, . . ., у" ya tiene la forma 


Dat We (Y РД YeYOD ag (у), 


donde las funciones Pap (y) forman una matriz simétrica y regular 
en el punto 0. Está claro, que cuando А = 1 se cumple este supuesto 
de inducción (véase la construcción de la matriz || Вер Il, que desem- 
peña el papel de la matriz || Pas I] cuando k = 1). Meescribimos la 
unción 7 (y) de la siguiente manera: 


IDSE UPE UL Р» (0) 0) D Pa (0) 


(aß cuando В = Ку 


la matriz (п X n) || Pap (y) [| está representada en la fig. 49. Puesto 
que || Pap [| es simétrica y regular, existe un cambio lineal de varia- 


Be "+1 cuando 
сест 


ГЫ TEN 


Fig. 50. 
bles ућ. y**,..., y” tal, que en un punto (en el origen de coordena- 
das) la matriz || Pap (0) 11 se reducirá а la forma diagonal; en parti- 
cular, se puede considerar que las coordenadas y”. . . ., y” son esco- 


gidas exactamente de esta manera y, por consiguiente, Pax (0) + 0. 


Consideremos la función q (у) = V Pax (y) | y efectuemos el cambio 
de las variables: (y!) (2') por fórmulas 


a=y соп 1<i<k4; k+i<i<n, 
жы «Pu 
2=9(Y) (+ Ж 72) 
Hallemos el jacobiano de cambio (y) — (z) еп el punto O (vease 
ln fig. 50). Es evidente que Hz | == @(0) = V [Pm O10, о sea 
det T(2, 0) = 28 0. Según et teorema sobre las funciones impli- 


12. 
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citas, las funciones (21, . . .. 2”) son coordenadas locales en algún 
entorno suficientemente pequeño del punto 0 (lo que es evidente, 
en virtud de que la matriz del cambio de coordenadas es triangular). 
Así, obtenemos: 


1@= E (Р Ln ууу IA 
Sa 


каа 
+ (Dr ра) (GI) D Pat 
A б E 


Pan 


+ Ж ира (и). D as 
авы авон 


El paso де la inducción ha concluido, lo que demuestra la afirmación 
necesaria para un n arbitrario. 

OBSERVAGIÓN. El lema demostrado no es muy importante para el 
estudio de las superficies de nivol de la función f (z) en un entorno 
del punto crítico. Está claro de antemano que la topologia de los 
niveles se defino por la forma Фу a causa de su regularidad. 

Lema 2 Sea f (т) una función suave sobre una variedad compacta 
cerrada М" y que el segmento la, b) (donde а < b) no contenga valores 
criticos de la función f (es decir, en el conjunto /-* la, bÌ no hay puntos 
críticos). Entonces, la variedad fa es difeomorfa a fẹ y la variedad Ma 
(con borde) es difeomorfa а Ms. 

pemosrración. En virtud de compacidad de M se Иепе un e >Q 
tal, que el segmento la — e, b + el tampoco contiene valores críti- 
соз de la función f (z). Se puede considorar, que en M es dada una 
métrica positiva de Riemann; entonces vamos a examinar un campo 
vectorial grad f (х) = v (z). Este campo no tiene singularidades en 
За variedad (con borde) f-* [а — e, b + el y v (х) es ortogonal res 
pecto a las hiporsuporficies de nivel f~? (a), a < a < b. Сопзїйөгө- 
mos las trayectorias integrales del campo v (z), que comienzan en 
J~ (b) y torminan en f-* (a), véase la fig. 51. 

En virtud de la compacidad de M, es posible realizar la defor- 
mación suave de la superficie f-* (b) a lo largo de las trayectorias 
integrales del campo р (z) sobre la superficie f-1 (а). Es evidente, 
que f- (b) y ~ (a) son difeomorfas. Por analogía se determina el 
difeomorfismo entre Ma y Me. ya que la preimagen completa 
f~ la, bl es difeomoría a fa X Z, donde Г es un segmento. El lema 
queda demostrado. 

Ahora consideremos la conducta de las superficies de nivol cerca 
de los puntos críticos de la función f(z). 

Sea z, € М" un punto crítico no degenerado рага’ f (z), donde 
1 (а) = б. Entonces, еп vigor del lema 1 (de Morse), en un entorno 
bastante pequeño U (2) del punto zy se pueden introducir unas 
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coordenadas curvilíneas 21, . . ., 2% tales, que f (т) = —(!}#—... 
re (аА) (a (2)? Consideramos que el centro 
0 del entorno U (т„) está ubicado en ту, y que f (0) = 0. Examinemos 
třes hipersuperficies: fos fes 7-е, donde e > 0 es bastante pequeño. 
Éstas se dan por las ecuaciones (en el dominio U) 


o 
(=a nm (H (А)... 000) | e. 

=e. Y 

Aquí А es un índice del punto crítico. Es evidente, que en las coor- 


denadas (al, . . ., 27) la superficie fo es un cono con un vértice en 0; 
y ambas superficies fs. son hiperboloides (véase la fig. 52). 


(0) 


fla -e)-] 
Fig. 51, Fig. 52, 


Lema з. En el caso, cuando f- [—e, e) = My M.e contiene 
sólo un punto crítico del índice à, la variedad M+, es de tipo homo- 
tópico de un complejo celular, que se obtiene de М. al pegar a M -y 
una célula о^ (de dimensión à, donde à es un índice del punto crítico xp) 
а la frontera f.. = ôM. 

Demostración. Construimos la deformación qe Mpe + Mer 
donde qu = 1, у фу: Му, > Me UOM idéntica en Me 1а exi- 
stencia de tal deformación demuestra el lema. Consideremos un 
campo vectorial т (х) = —grad f (z) у, en calidad de рү consi- 
deremos la deformación de puntos т fuera de M, y fuera del entorno 
U a lo largo de las trayectorias integrales del campo v (z). En el 
entorno U, en calidad de «ps. consideremos la deformación mostrada 
en la fig. 53. Aquí el segmento AB representa condicionalmente um 
disco DÁ (al, . . ., 2%), cuya frontera (la esfera SA-2) está sumergida 
suavemente en el borde f_¿ del dominio M.e (en el dibujo A = t 
y la frontera —la esfera 5% es un par de los puntos А y 2). El 
resultado de deformación se muestra en la fig. 54. El lema queda 
demostrado. 

TEOREMA 1. Cualquier variedad suave compacta coneza cerrada M° 
es del tipo homotópico de un complejo celular, en el cual a cada punto 
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«crítico Ру, del índice } le corresponde una célula de dimensión M donde 
{P} son puntos críticos de cierta función de Morse sobre М. 

DEMOSTRACION, Consideremos la función de Morse sobre M, donde 
en cada nivel crítico / se halla exactamente un punto crítico. Hay 
muchas de estas funciones (véase [1], p. II, $ 10). De manera que el 
teorema se deduce de los lemas anteriores y del teorema 5 del $ 10, 
р. II del Jibro [1]. 

En una serie de casos las propiedades analíticas de la función / 
restringen los índices de los puntos críticos. 

probLeMa 1. Si f = Re F (2, .... 2") es una parte real de la 
función complejo-analítica en С^, entonces el Índico es igual ал 


еп cualquier punto crítico no degenerado (zi, . . ., д) = Zo- 
MU 
7 
Fig. 53. Fig. 54. 


vnosLema 2. Si f ез una función armónica en R”, entonces el Índico 
de un punto crítico no degenerado no puedo ser igual a 0 o п (princi- 
pio del máximo). 

Pero no hay funciones armónicas y analíticas sobre una variedad 
compacta. Indiquemos una aplicación topológica del resultado del 
problema 1: sea М?" una subvariedad compleja compacta en СР" = 
= ON U CPY-!. Entonces la «parte finita» V de la variedad М?" 
se halla en С“. La intersección W = CP™-' [| М?" es «sección 
hiporplana». La parte real de una de coordenadas complejas en 0" 
da una función de Morse f еп una parte finita V de la variedad M°", 
Todos los puntos críticos para / tienen un Índice п. De aquí y del 
teorema os fácil deducir, que la variedad ЛМ?" es homotópicamente 
equivalente a un complejo celular [W Џо? U-.. Uoi Yo”, 
donde k es el número de los puntos críticos de la función f en la parte 
finita V с С". (Demostrarlo meticulosamente). De aquí se deducen 
las igualdades 


a (И) = (M9), ¿<n—t, 
H,(W)=H, (MY), ¿<n—1t 6 n<i<2n. 


La inmersión (el encaje Hn -ı (W) = Hn „у (М?") ез un homomorfismo 
sobre (epimorfismo). 
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Hay una estrecha ligazón entre el número de los puntos esta- 
cionarios (críticos) de las funciones f (z) sobre la variedad suave 
cerrada M” y las invariantes topológicas de variedad, o sea, grupos 
de homologías, característica de Euler, etc. 

En el $45, p. II del libro [1] fue dado el teorema de que el número 
2 (4) u, (f) no depende de la función de Morse f sobre М" y 

0 
coincide con la característica de Euler. Aquí p (f) вз el númoro do 
los puntos críticos del índice A para 7. Utilizando los resultados dèl 
$ 15 obtenemos la siguiente afirmación: 

TEOREMA 1. Si by (M”) son rangos de los grupos de homologías de la 
variedad M” (con cualquier campo de coeficientes), entonces tienen 
lugar las desigualdades (de Morse) para cualguier función (de Morse) 
Í sobre М" (o sea, la cual tiene sólo puntos críticos no degenerados): 
Ha (f) > ba (M") para lodo А =0,4, .... n. 

DEMOSTRACIÓN. Según el teorema 15.1 de este capítulo la fun- 
«ción f engendra sobre la variedad М" una estructura de espacio celu- 
lar, Esto significa, que la variedad M” es homotópicamento equiva- 
lente a un espacio celular К, que se obtiene mediante sucesivas 
pegaduras de las células Кү, = K; Џ а^, al mismo tiempo el 
número sumario de las células de dada dimensión À es igual precisa- 
mente al número p, (/) de los puntos críticos / del Índice A. Como 
ya está domostrado en el $ 4 (véase el teorema 4.1), semejante espacio 


celular es equivalente homotópicamente а un complejo celular Ё 
con el número do cólulas y, (f) de dimensión A. De manera que Ё 
es equivalente homotópicamente а M” y Ж, (K) = H¿(M”) para 
todo q y todos los coeficientes G. Ya que el rango del grupo de homo- 
logías M, (Ё) siompre оз no mayor que el número de células de 
dimensión А, ol teorema está demostrado. 

Este teorema, sin embargo, no da nn juego completo de relaciones 
entre los números р, (/). que están identificados simplemente con 


los números de células del complejo К ~ М", y Jos númoros de 
Betti b, (M”) = (rango Н, (M”)). Conocemos una relación más 
(véase el $ 2). 


2,010 E (100. (1 


El juego completo de estas relaciones es cómodo expresar algebraica- 
mente así: formamos las funciones generadores Р (M”, t) = Y b,t* 


(polinomio de Poincaré de la variedad M?) y Q (M”, f, t) = У иь (7) 
(polinomio de Poincaré de la función f definido de hecho para cual- 
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quior complejo celular Ё, donde y, es el número de células de di- 
mensión À). Entonces de (1) se deduce, haciendo 2 = —1, quo la 
diferencia Q — P se divide por (1 + 1). Resulta que la razón 
(0 — Р)/1 + t tiene coeficientes no negativos (enteros). La demos- 
tración será dada más abajo en un aspecto más general. Es cómodo 
también generalizar las desigualdades de Morse сп una función con 
puntos críticos degenerados. 

Sea f(z) una función infinitamente diferenciable. 

DEFINICIÓN 1. El punto х, € M se Пата punto topológicamente 
regular para la función f (х). si so tiene un entorno abierto = 
= U (ду) homeomorto al producto directo de la superficie de nivel 
por un segmento {/- (а)} X Z l—e, el (donde а = f (24), (véase 


AOS, 
rar, 
оста а о.ни 
РЕЛ а-у) 


Fig. 55. 


are 


55). Al mismo tiempo, es necesario, que este homeomorfismo 
realice un homeomorfismo de fibras, рага que Jas superficies 
(f~ (а), t) coincidan con las superficies do nivel f~? (a + t) en el 
entorno U. 

DEFINICION 2, Al punto zo Є М se le Пашага punto bifurcacional 
(punto do bifurcación) para la función f, si xy no es un punto topoló- 
gicamente no degenerado. 


v r'o- >~ ПАС 


Fig. 56. 


Consideremos ejemplos. Si z € A es un punto crítico no degene- 
rádo de la función de Morse f (2) sobre Af, entonces, evidentemente, 
Z es un punto bifurcacional (véase la fig. 56). 
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Pero el punto crítico degenerado =, de la función suave f no- 
siempre es un punto bifurcacional. 

esemPLo. Consideremos М = R! (2), ў (2) = 32°, zp = 0 ER! 
Entonces, т os un punto crítico degenerado para f, pero, al mismo 
tiempo, х, es un punto topológicamente no degenerado (no, bifurca- 
cional) para f (véase la fig. 57). 


Fig. 57. 


Sea М" una variedad suave compacta cerrada y sea tolerable 1а 
función suave f (z), es decir, que tiene un número finito de puntos 
bifurcacionales (por ejemplo, / es la función de Morso sobre M). 

Sean су, сз... сх (N < оо) valores críticos para la funcióm 
{ (o sea, f=? (ĉa) tiene por lo menos un punto bifurcacional). Сото 
] tiene sólo un número finito de los puntos bifurcacionales, todos 
ellos son aislados. Sea {г }„ un conjunto do puntos bifurcacionales еп 
nivel {/ (z) = cą}. Consideremos M., = {f (1) < се}. Los grupos 
relativos de homologías Ha (Mey = Me™ {2)а) son Jos importantísi- 
mos invariantes de puntos bifurcacionales do la función /. (Al grupo: 
Hr (М, Me {2}a) es posible comprenderlo, a causa del aisla- 
miento de los puntos (xa, como сї grupo Iy (М, Mey NU (Dad 
donde U {2}. es un juego de entornos abiertos bastante pequeños. 
de los puntos {т} 

DEPINICION 3. Al polinomio de Poincaré de la función f: M—RY 


x 
lo llamaremos polinomio Q (М. f.t)= Y) Y by (Me MN) E, 
г< 


donde b, (X. Y) =dim M, (X. Y). 

TEOREMA 2. Sean Р (АГ, t) y Q (M. f. t) los polinomios de Poincaré 
arriba introducidos. Entonces, la diferencia Q — P se divide en 1 + t, 
y la razón (Q — Р) + t tiene coeficientes enteros no negativos. 

LEMA 1. Sean a< b dos números del dominio de los valores de la 
función f: M —> R° tales, que en el segmento la, b) no hay valores críti- 
cos de f. Entonces. ЛІ, se contrae a Ms, у Hy (Ma, Mo) = 0. 

La demostración del lema fue dada en el $ 15 para las funciones 
de Morse. La demostración general la omitimos. 
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LEMA 2. Tiene lugar la igualdad 
br (Me: М.Х {2}a) = br (Meyer М.-с) 


para algún e >0 suficientemente pequeño. 

DEMOSTRACIÓN, Es suficiente demostrar que son isomorfos los 
mismos grupos Hy (А... М.“ (2).) у Hr (Me ses Мес). Esta 
última afirmación se deduce de la definición de grupo 
Hi (Me , М. N{2}a) y del loma precedente. Consideremos ahora 
tres polinomios del tipo de Poincaré de forma especial: P(M,)= 


= E br (Ma) ё; P (My, M)= 5 br (Ma, М.) ё, donde a<b 
«(o sea, M, > Ma): Раво) У dim (Im дуг) ё, donde el operador 


Ones: He (Mos Ma) == H, (M°) es un aparador de frontera en la 
sucesión exacta del par (Mp, Ma) (véase el $ 5). 
LEMA з. Tiene lugar la igualdad 


P (Mo, Ma)—{P (Mi) —P (Ma) = (1+ t) P (Im д). 


pEmosTItación. Consideromos la sucesión exacta homológica del 
par (Mo, М 


Orya 


Hyri (Mo, Ma) —**® H (Ma) -- п, ЕА 


а, 
2. н,(мь Ma) — Hi (Mo). 


“De la exactitud de la sucesión so deduce el siguiente sistema de 
«relaciones; 


br (Mp, Ma) = dim (Im (7) + dim (Im (91); 
dim (Im (7)) = b, (Mp) —dim T(2)) = 
= by (Ma) — {bx (Ma) —dim (Im (д, ,,))} = 
= {br (Mo) — bn (Ma)} + dim (Im (3; +1)); 
Ф (Ma, Ma) — dim (Га (j)) = br (Mo, Ma)— {br (Mo) — br (Mod) — 
— dim (Im (2,1) = Ra —dim (Im (9, +1)) —dim (Im (д,)). 


«donde Ry = 0, (Mp, Ma)— (6, (Mp) — br (Ma)}- 
Así: R, = dim (Im (9,+1)) + dim (Па (д,)). 
ÈR, = t" dim (Im (ду +,)) + t (0t dim (Im (д,))), 


o sea, 2) АА, = (14-2) P (По д), lo que demuestra el lema. 
& 


Ahora pasemos directamente a la demostración del teorema. 
«Consideremos todos los valores críticos су, сз... «+ см (№ < оо) рага 
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la función f (т) (o sea tales. que en /—! (с) hay por lo menos un solo 
punto de bifurcación de la función /). Luego consideremos los núme- 
тоз Ag. йу. 2-5 аф, апу tales, que а < су, Qi < City < Arar 
cy < ауз (0 sea, los valores no críticos {a;} dividen a los valores 
críticos {сг}; véase la fig. 58). 


lo 5 AA = б 
Fig. 58. 
De los lemas precedentes obtenemos: 
P (Mo, Ma) AP (Ma) PM, (141) P (Im д),. 


¡Sumando estas igualdades según i, desde 0 hasta N + 1, obtenemos, 
evidentemente: 


Q(M. )—P (May, )—P (Mo) = (1+ t) K (0, 


donde el polinomio K (t) tiene los coeficientes no negativos. Con 
esto, hemos aprovechado el hecho de que 


P (May, y Ma) =P (Mep MN 


(esto se deduce de los lemas precedentes). Alora notemos, que 

РОМ, л) == Р (M), ya que ay», es posible considerarlo tan grande, 

que азн, > máx (o), y por eso Mey, =M; luego: P(Ma)=0, 
жем 


puesto que а a, es posible considerarlo escogido de tal modo, que 
a< min f (2), о sea, Ма Ø, y en la definición del polinomio 
хем 


де Poincaré la sumación por Ё сотїепга desde Æ = 0. Así, dofinitiva- 
mente, Q (M, f) —P(M) = (1 + t) K (t), lo que demuestra el 
teorema. 

Ahora consideremos los corolarios de este teorema. Sea tomado 
en calidad del grupo de cocficientes G un grupo R de números reales. 
Entonces, los números b = rang (H,) se llaman números de Betti 
del espacio M. Sea f una función suave tolerable sobre la variedad M; 
escribimos el polinomio de Poincaré para f (х) en forma О (Af, f) = 


= Y цій, y el polinomio de Poincaré para ЛГ en forma P (M) = 
= 
= Ў batè. Los números ну los denominamos «números de Morse» 


5, 
de Їа función suave f; (una interpretación particularmente clara de 
estos números surge en el caso, cuando f es una función de Morse 
sobre M). Entonces, en virtud del teorema arriba demostrado obte- 
пешоз: 


QU, NP (M = (Md) 8 (4-1) K(0. 
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De aquí obtenemos que el polinomio р (ил —b,) ё tione los coefí- 


cientes no negativos, o sea, aby. De manera que los números 

de Betti ba de la variedad M estiman por abajo los números de 

Morse ну. Luego. У pat” = 3 bat + (145) K (t); para t= — 1, obtene- 
ri 


а 
mos У (1) m= X (—1) Dr, donde en el segundo miembro so 
4 ) 


encuóntra la característica de Euler de la variedad M (suma de 
alternación de los números de Betti: (М) = J) (—1)* bp). De ma- 
@ 


пега que la suma do alternación de los números de Могве}рага la 
función arbitraria tolerada f sobre M resulta un invariante homotó- 
pico de la variedad M (еп particular, ella es la misma para la función 
arbitraria suave f). 

Luego desarrollemos en serie (1 +)? respecto a t: 


Ca Ў ones 
o 
entonces 
(2 (=) №) D (—1)®:>0, 
(k) ao 


es decir, la serie del primer miembro tiene por sus coeficientes 
(después do la reducción de términos semejantes) los números no 
negativos. De aquí, fijando cierto А. obtenemos el sistema do las 
siguientes desigualdades: 


(00) С А В) (11 
+ (pa— da) (0... (ра 50) 20, 
es decir, 
раа а 5 Hoba baa cb Васа e E bor 


Sea ahora f a la función de Morse sobre una variedad compacta, 
М. En este caso los números {иь} adquieren un sentido particular- 
mente geométrico. Sea 2 un punto crítico no degenerado (у, por 
cónsiguiente, bifurcacional) para la función J (х) (sea (índice zo) == 
= 1). Hallamos les dimensiones de los grupos Ha (Me MeN (0) = 
= Ha (Metes Me). donde e >0 cs lo suficientemente pequeño, 
c = f (za) es un valor crítico; además, sea xy un punto crítico único 
en un nivel crítico f-* (с). 

Puosto que se cumple la identidad H, (X, Y) = Н, (X/Y, *) 
para un par de complejos celulares (Х. Y) (donde Y es un subcomplejo: 
del complejo X), entonces He (М...) = Ha (Morel Meer *)e 
En virtud de la equivalencia homotópica anteriormente estudiada 
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Mere ~ Mee U 0% (donde о^ es un célula de dimensión 2), tana- 

mos, que He (Mo+/Moe *) œ Н, (00%, *) æ Н, (5%, *), 
donde 0^/до^ = S? es una esfera de dimensión A. Así, 

di т mis 19 А 

АМ, MINAS {ор 


Consideremos algunos ejemplos instructivos, cuando го ез un 
punto crítico degenerado para / (z). Sea, por ejemplo, f (z, y) = 
= Re (z"), donde z = z + iy. En la fig. 59 se muestra la conducta 
de los niveles de f. De manera que Mes,’ Mee = Si Y Si 


7 


te Me 


Fig. 60. 


Como hemos demostrado anteriormente, mediante perturbacio- 
nes pequeñas de la función f, es posible transformar los puntos críti- 
cos degenerados en una reunión de puntos críticos no degenerados. 
Еп el ejemplo examinado, el punto 0 para Re (2") so desintegra еп 
la reunión (л — 1) de las singularidades no degeneradas (véanse 
los detalles más arriba). Esta observación es el reflejo de una afirma- 
ción general: el polinomio Q (M, f) no se cambia con una perturba- 
ción bastante pequeña de la función f. En efecto, Q (M, f) está expre- 
sado por los términos de los grupos de homologías relativas 
Н, (Mero Ме.) que, evidentemente, no cambian ante perturba- 
ciones suficientemente de la función f. De manera que el polinomio 

(М, f) nos comunica, que cantidad de puntos críticos no degenera- 

los de cada índice A surgo con la'dosintegración de las singularidades 

degeneradas de la función f (para una perturbación suficientemente 
pequeña de la misma). 
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Para finalizar. consideremos un ejemplo 1пйз de la singularidad 
degenerada de f. Sea f (т, y, 2) = 0% — 3z (у° + 22). 

Dejamos al lector la comprobación, utilizando la fig. 60, que 
para el caso Mer Mee > S* Y 5°, y calcular las homologías 
Hr More Mee). 
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Es posible demostrar que en cualquier variedad cerrada conexa 
suave compacta, siempre existe una función de Morse que tiene un 
solo mínimo y un solo máximo. 

Por ejemplo, para Jas variedades orientables bidimensionales 
Mi os posible hallar tal función entre las funciones de la altura para 
las inmersiones «buenas» de la superficie en R? (véase la fig. 61). 


DA) 


DIAS 
e О 
D n-A 
Fig. 61. Fig. 62. 


Se puede mostrar, que en una variedad siempre hay funciones de 
Morse con los valores críticos ordenados respecto a los Índices, о sea, 
$ (2x) = Í (2u), donde А = p y f (т) > f (24), donde А > p. Ap 
som índices do los puntos z, y х, respectivamente. A estas funciones 
so las denominan a veces «regulares» (o funciones de Smale). A difè- 
rencia de las funciones generales de Morse, estas funciones de Morse 
ya no serán densas por doquier en el espacio de todas las funciones 
suaves sobre M. 

TEOREMA 1. En cualquier variedad cerrada suave compacta siempre: 
hay una función regular, que tiene exactamente un punto de máximo 
(punto del índice à = n = dim М) y exactamente un punto de mínimo 
(punto del fndice 0). 

Sí ahora, de acuerdo con el teorema del $ 15, se reconstruye por 
la función regular de Morse la partición celular de M”, entonces en 
cada paso se pegarán células de dimensión mayor que la dimensión 
de las células precedentes. 

DEMOSTRACION DEL TROREMA Introducimos una noción útil com- 
plementaria: campo semejante a gradiental para la función suave 
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į (£) sobre М". Designamos por E (f) la derivada de la función f a lo: 
largo del campo E. 
DEFINICION 1. Un campo vectorial suave E sobre M se Маша seme- 
јатіе a gradiental, si: 1) E (f) == 0 sobre un conjunto MN {zis ... 
+ +2 y), donde (x,) son puntos críticos рага la función de Morse f; 
2) рата cualquier punto z; hay un entorno abierto U (х1) tal, que: 
en cualquier sistema de coordenadas, en el cual 


A 


a 
1D оер 760 2 (02 У 


г + EN 


el campo E es de forma 
EELT о. 2 зА, а). 


Es ovidente, que para cualquier función de Morse f sobre M hay" 
tales campos E (por ejemplo, Ё = grad f respecto a alguna métrica 
do Riemann sobre M) 

Sean дү € M un punto crítico para f, (índice xi) = A y E un campo- 
semejante a gradiental para f. Consideremos así llamado diagrama 
de separatriz del punto z;, o sea, el total de todas las trayectorias 
integrales del campo E, entrantes o salientes del punto ту. Entonces, 
en А1 entorno U (т{) este diagrama tiene la forma representada en 
a fig. 62 

Las trayectorias entrantes llenan el disco D* (2%, ..., 24); las 
salientes, el disco D""* (221, ..., z"). 


Consideremos dos esferas: Si=D*N {/(х) = 1 (2) —e); 
SA А N (f(x) = f (2)+e} para un e suficientemente 
pequeño. Se puede considerar, que 5%! = др, Si др" rt 
en el entorno U (z,); véase la fig. 63. 

Consideremos una «dilatación» de los discos Б^ (4) у 0" ^ (24) 
á lo largo de las trayectorias integrales del campo E; entonces las 
esforas Si! (21) y S”->-! (21) también se deformarán suavemente: 
de algún modo, moviéndose a lo largo de las trayectorias sin auto- 
secarso hasta que encuentren algún otro punto crítico ту. (Claro que 
las trayectorias del campo E pueden intersecarse sólo en los puntos 
críticos de la función f.) 

LEMA 1. Sea que en la fibra My Ma» = f~ |а', Ь'] hay sólo 
dos puntos críticos тъ e y de la función f. con esto а' < a = f (20) < 
< / (уь) =b<6'; sea E un campo semejante a gradiental para f. 
Supongamos que en la fibra f* la”, b'] se cumple la relación D""* (2) (y 
ND” (yo) = Ø (aquí à = ind (ш); А == ind (yo). Entonces en la 
variedad М" hay una nueva función de Morse g tal, que f = g fuera 
de f-t la”, b'l, además g tiene sobre М los mismos puntos críticos que 
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la función f; el campo E es semejante a gradiental también para la 


función g; g (£o) > Е (Yo); g = f + const en los entornos U (zo), 


U (у). 4 
DEMOSTRACION. De las condiciones del lema se deduce que en la 
fibra f~ [a”, b'] no se intersecan los diagramas de separalriz de los 


a y 
Ў") 
A 22 1 \ fea? 


Fig. 63. Fig 64. 


suo" 


puntos z, e yo (véase la fig 64), o sea, (D"* (2) UD” (х0) П 
N (D> (yo) UD" (uv) = Ø Designomos: W=f*la', 07); 


A = DP (z) U Оа): BD (y) U D* (yo) 
Entonces, es evidente 


WN (AU B) е (f* (b) N KA U B) П f*(99) а. 07] 
fa) N (AU B) П (0) 11а, b 


La misma relación puede ser escrita así: el complemento WN (A U В) 
ез difeomorfo al producto directo 


(Р (Б) У (8°-%' (yo) U 99А (а) I la", 57] а= 
(PU) US (и) U 557! (5) Ha, Y, 


«donde Z [а', b'] es unsegmento. (Para simplificar, consideramos que 
a’ = 0; b' = 1.) En particular, el difeomorfismo entre la variedad 
LON SI (yo) U S7- (2,)) y la variedad f (a) (5/7 (yo) U 
US; (2) se realiza а lo largo de las trayectorias integrales y 
del campo E. Consideremos sobre /-! (а') una función suave a (z) 
tal, que @ (z) = 0 en un entorno suficientemente pequeño A [\]-1(а') 
у a (х) = 1 en un entorno bastante pequeño B ()/” (a”). Es posible 
hacerlo, ya que А f В1= Ø. Por la función æ dada sobre /-1 (a”), 
vamos a construir una función suave ж (т) en todo W, prolongando @ 
con valores constantes a lo largo de las trayectorias integrales del 
campo Ẹ (estas trayectorias no se intersecan fuera do А UB). La 
función obtenida « (z) sobre W es constante a lo largo de cualquier 
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trayectoria y, que no se incluyo en un entorno abierto de А UB, 
а= 0 оп U(A)ya=1ten UB). _ 

Consideremos la función suave р (т, у) = 2, dada por el gráfico 
de la fig. 65. 


#-(#(ж) 


(exp y Ё 


de las líneas de intersección 


del gráfico z = p (т, y) con cl plano y = t (const) con el cambio de £ 
desde 0 hasta 4. 


Escribamos de la signiente manera las condiciones formales pues- 
tas en la función p: 


D LE 0) 2-0 para todo (7, p) y p(7, 0 crece de Dal, 


cuando 7 croce de 0 a 1; 
2 p(a,0)=b; p(b, 1)=a: 
3) FO. 0p=1 para todos оп un entorno de a; 


Lota. 1)=1 para todo 7 en un entorno de b (véase la fig. 07). 
J 


13—011 26 
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Definamos, ahora, la función buscada g (т) = р (f (2), a (2). 
z ЄЎЇ. Entonces g (2) =P (f (Zo), a (zo) = р (a, 0) >p (b, 1)= 
= p (f (uo), ® (10) = E (Yo). Así, g (Z0) > g (Yo). De las condiciones 
1) — 3) en la función р, se deduco que la función g (z) satisface todas 
las oxigencias formuladas en la condición del lema. El lema queda 
demostrado. 

vema з. Consideremos W = f~ la, b'l. Sean Zo, Yo € W; f (20) < 
< f (Yo) y À (ж) = (псе de j en el punto то) => A (yo) = (índice de 
fen el punto уз). Entonces, sobre M hay una función g de Morse tal, 
дие g (20) > g (Yo); g tiene los mismos puntos críticos que f; la función 
g (z) satisjace todas las restantes condiciones del lema precedente. 


P| 
p(a,0) 0 


PERE 
pa е А: 
2,077 (87у 722-0 


Fig. 67 Fig. 68, 


prmostracton. En el caso cuando A П В = Ø, el lema ya está 
demostrado (véase el lema precedente). En caso general, А П B 
чё Ø. Reduzcamos este caso a la situación: A f) В = Y. Examine- 
mos la superficie {f (z) = 1/2) = V (consideramos a” = 0; bt = 1; 
0<1(2) <4 < / ш) < 1). Hacemos А = А (zo), А = А (уо). Sen 
А ПВ 5 ø. Esto significa, que 5"7®7! (х) N 8/7! (yo) + Øen 
la superficie V, véase la fig. 68. (En realidad, si esta intersección 
es vacía, entonces А В = Ø.) Puesto que (1/2 € la, b'l no es 
valor crítico, entonces И"-1 es una variedad suave (п — 1)-dimonsio- 
mal. y las esferas $"-®7# (z) y $* ^+ (yo) son subvariedades suaves 
en V. 


Por cuanto dim 5"-5®-! (20) + dim S*7* (y) =n—1—141—1= 
= n—(—»)—2<n—1. entonces se deduce del teorema gene- 


7 
rol sobre Їй t-regularidad (véase (41, р. 11, $ 10), que existe una 
isotopía de encaje (de inmersión) i: S*7! — У, tan pequeña como 
so quiera en la inmersión próxima, la cual ya tendrá una intersección 
vacía соп la esfera S"-A=* (шу). Está claro, que os posible prolon: 
Zar esta Isotopía en un entorno pequeño de la superficie У, hación: 
Sola (a la isotopía) idéntica fuera de este entorno. Sometiendo el 
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їорїа buscada, obtendremos 


campo semejante a gradiental Ẹ a la i 
no intersecados (véase la 


ya dos diagramas А y В Че separa! 
fig. 69). 

Hemos reducido la situación al caso А NB = ø. El lema queda 
demostrado. 

De este modo queda demostrada por completo la afirmación 
del teoroma sobre la existencia de una función regular de Morse. 


Fig. 69, 
gra 
К А4 
A? 


La segunda parte de la afirmación del teorema (sobre la existencia 
de uno función regular de Morse con un máximo y un mínimo) la 
dejamos al lector como un ejercicio útil (y bastanto simple, parti- 
cularmento, para los variedades bidimensionales). 

Ahora consideremos con mayores detalles el procesamiento de 
pegar una célula 0% a la frontera de la variedad M., (véase más 
arriba), Acloremos qué sucede con la variedad 37. después del 
«levantamiento más allá del punto crítico ту» desde el punto de vista 
diferencial, es decir, cómo cambia la variedad M. desde cl panto 
de vista de la llamada operación de la pegadura de asas. 

Consideramos el producto directo Ит = Б^ х D""*, donde D’ es 
un disco de dimensión q. La variedad (con borde) H} se Пата el 
asa de índice 2. Claro que la frontera ôH} es de farma ôH? = 
= (0D) x D”-* y D*x (ODA) = (SD) y (D*x sI), 
Definamos la operación de la pegadura del asa H a una variedad 
К" con un borde V"*=9K". Sea 5^7' œ V"* una csfera suave- 
mente sumergida tal, que en un entorno tubular bastanle pequeño 
1,($^—!) (de radio e>0) se representa en forma del producto 
directo Т, (5®-!у e SEL DP, donde (sx D"">). 5657! son 

7 


196 Cap. 2. Puntos críticos y homologíss 


discos ortogonales (normales). de radio e, a la esfera S?7* (véase 
la fig. 70). 

Entonces se puede construir uno nueva variedad suave Ё" 
соп el borde Р"! = considerando la pegadura de К" соп Hi 
рог la aplicación у: 5% DAS 7, (5571) 2 5—1 х "А, Ја 

ае 


cual es un difeomorfismo de Si? 0%-^ (que es una parte dela 
frontera 9/15) en el entorno tubular 7, (5%7'). La operación de la 
pegadura del asa Л? соп т = 2 se muestra en la fig. 71 
Suavizando los “ángulos” surgidos en los puntos 2607, (S*=* 
= 8%! x 597271, obtenemos una variedad suave Ё" con un borde 
suave Pat, (Esta suavización es mostruda con punteado en la 


fig. 72.) 
En la fig. 72 se indica la operación de pegadura del asa H} 


qa 


Fig. 72. 


Fig. 73. 


En la fig. 73 se muestra la operación de pegadura del asa H3 а КЭ. 

тЕОВЕМА 2. Cualquier variedad suave compacta coneza cerrada М" 

es difeomorfa a una reunión de asas {H7} }, donde P, son puntos críticos 

de alguna función de Morse sobre M”; А. es indice de P, y a cada punto 
P, le corresponde un asa НУ. 

Damostracion. Puesto que Ma es difeomorfa а M, con а < b, 

si en el segmento la. b] no hay valores críticos de la función f (2), 

resulta suficiente con examinar el cambio de M-e al pasar por el 

unto crítico P}. Consideremos una deformación suave M, — M -s 

{vénse el lema 15.3), pero ahora la cambiemos del modo mostrado en 


la fig 74. 
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El resultado de la deformación se indica en la fig. 75. 

Está claro, que el «eje» del asa НЗ es un disco О? (2%, ..., 2%) 
compuesto de las trayectorias integrales del campo v (z) = —grad f (2) 
salientes de un punto singular del campo v (х). El teorema queda 
demostrado. 

Si, por el contrario, se da la descomposición de la variedad M 
en la suma de asas (17%), entonces es posible reconstruir una función 


da зу anterior 
Fig. 76. 


de Morse f (х) sobre M” tal, que la descomposición de M өп suma de 
asas. asociada con ella, coincide con la partición inicial de M en 
una reunión de asas (177). La demostración se hace por inducción 
según el número de asas y sus índices. Las asas (1/7) so pueden identi- 
ficar con los discos D”, cuyos centros se pueden declarar puntos 
críticos de índice 0, construimos la función ў (x), presentando sus 
superficies suaves de nivel f, (la función f(z) sorá definida no univo- 
camente). Entonces, en calidad de superficies (/.) en los discos 
{D"} = {Ну} tomamos las esferas concéntricas соп centro en los 
mínimos locales de la función f (z). Sea f (z) ya construida en una 
variedad suave {7 < a) con un borde V" = {f = а} y sea que 
el asa ЛҘ está pegada al borde V*"L Se requiere prolongar f (2) 
en el asa H}. La prolongación se mnestra en la fig. 76. 

La función obtenida g (т) de nuevo resultó constante en el borde 
de la variedad {7 < а} U Hi. por eso es posible prolongar el proce- 
samiento. 
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Consideremos las variedades bidimensionales (M1?) y sus descom- 
posiciones en sumas de asas (H]), еп concordancia con los teoremas 
arriba demostrados. Al mismo tiempo demostremos una vez más el 
Моор de clasificación de las superficies bidimensionales (véase 
el $ 3) 

Examinemos sobre A7? una función regular de Morse / (2); sean: 
o, un punto de mínimo (el único punto de índice 0); zı. - 
los puntos do Índico 1; жу. el punto de máximo (el único punto de 
índice 2), además, / (21) < f (2141), 0< i < N. Supongamos, que 
0<f/()<N +1 y f (21) = 1. Entonces, un conjunto 0 <S f < 
<e<1 es un asa Л? (homotópicamente equivalente a un punto 
o", que es célula de dimensión пша). Al pasar por el valor crítico 
1 Ск) = 1, surge la pegadura del asa H? (véase la fig. 77). 


Me 
4 E а e 
e (26971 
же нас 


Га 


Fig. 77 
(2) (2) 
Fig. 78. 


Cuando л = 2, hay sólo dos métodos de pegar el asa H} a Н} 
(véase la fig. 78). 

“Ambos mótodos son homotópicamento equivalentes pero distin- 
tos, si se consideran los difeomorfismos de las variedades con borde 
obtenidas: H3 0 207, æ S* xD! (cilindro); Hg U Н} (cinta de 


Moebius). En el primer caso, se obtiene una superficie orientable 
(con borde), en el segundo, no orientable. 

Prosiguiendo el procesamiento y pasando a los puntos Zs, т... 
+ «+ Ey, pegamos оп cada paso una cólula unidimensional oj, 1 < 
2 1 <N; y en los términos de asas: o bien pegamos 5 X D!, o bien 
pogamos la cinta de Moebius. Al pasar por un punto £ y (f (£y) = N), 
desde el punto de vista homotópica, obtenemos un ramo de circuns 


y 
ferencias: V Sti; cada circunferencia S} = о} Uos corresponde a un 


mt 
punto crítico z; (de índice 1). El último paso consiste en pegar el 
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аза H3 ах 0%, o sea, do una célula bidimensional 0”, homeomorfa 
al disco 0°, De manera que M? os homotópicamente equivalente а 
un complejo celular o° () о: U... Џоу Џо", y difeomoría а: MU 
ОА U... UH UH}. La pegadura de la célula (asa) D? = М 


Y 
a la obtenida en el (№ + 1)-ésimo paso de la variedad К? con borde 
51 = дК?, puedo ser realizada ya de una sola manera: por una aplica- 
ción idéntica 15: 00° — ӘК?. 

La célula 0° œ D? puede sor identificada con un polígono funda- 
mental W, obtenido por nosotros anteriormente en la demostración 
del teorema de clasificación de {M°}, y el ramo Y S} so lo puedo 


identificar con una frontera del polígono W, en la cual todos los 
vértices yaestán identificados en un vértice. 


9- - O -U 


O 00. 


Fig. 79. 


En la fig. 79 se muestra cl procesamiento sucesivo para recons- 
truir el toro 72 = Mj.., para una inmersión (encaje) estándar en 
R? tal, que 7 (Р) = 3 (función de altura) es una función de Morse 
con 4 puntos críticos: ть (mín); ту, т. ensilladuras do índice 1); 
Za (máx). Рага g>1 la función do altura análoga еп М5 tiene 
2g + 2 puntos críticos no degenerados: е (min); зу... -, ж (ensilla- 
duras); хура (máx). 

En cualquier Mg os posible construir una función do altura 
suave f (x) оп R? con 4 puntos críticos (mín, máx y dos ensilladuras). 
Estas ensilladuras serán degoneradas cuando g > 1. La inmersión 
buscada M2 —> R? so imnostra en la fig. 80. 

Las ensilladuras ху, z, son degeneradas para g > 1, y la función 
de altura en un entorno de los puntos z}, 2. es de la misma estructura, 
que la [unción Re (x + iy)™*? (véase la fig. 80). Luego, en cualquier 
М? (Міо о М) hay una función suave f (2) con tres punlos críti- 
сов: шіп, máx ensilladura (dogenerada). (Demostrar, que esta función 
para M43..) no puedo ser realizada como función de altura con alguna 
inmersión 1/3 — АЗ.) En efecto. consideremos una forma canónica 
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simétrica Mi (o М3): W = a... ахат... ах аў! (véase el $3 
sobre la existencia de tal forma). La función buscada j (т) está dada 
en la fig. 81 por sus líneas de nivel (no unívocamente): a la izquierda 


7 ё 1 2 
| 
50-5 
3 9 


Fig. 80. 


Fig. 81. 


de ab está el máx, a Ja derecha, el mín; la ensilladura degenerada — 
en el vértice del polígono fundamental. La función / (т) en un en- 
torno pequeño de esta ensilladura degenerada os de forma Re(z -+ iy)* 
(hallar k como función de g o de н). La desintegración de este punto 
singular en la reunión de las singularidades no dogeneradas se mues- 
tra en la fig. 82. La desintegración la demostraremos en términos 
de un correspondiente campo vectorial de grad 7; los puntos críticos 
de f coinciden con las singularidades del campo de grad f. 
Supongamos f (z, y) = Re (2*) (donde z= z + iy). Entonces 
el punto Ô € R? (z, у) es un punto crítico degenerado de f (y la singu- 
laridad degencrada para el campo v (т. у) = grad х Re (2%). En la 
fig. 82 so indica el cuadro de las trayectorias integrales del campo v: 
Н 


Consideremos una perturbación pequeña / (т, у) —> Ве || (а — 84) 


donde е, 5 e, para i чё j. En la fig. 82 se observa la desintegración 
de la singularidad degonerada en la unión Æ — 1 de puntos singulares 
no degenerados. 


$ 17. Función regular de Morso-Smale гон 


оввкнулАс1Ом. Al construir sobre la variedad M? una función suave 
f con tres puntos críticos, hemos utilizado la siguiente representación: 
хі y hemos partido el 


e JUN 
¿ASS МАЛ 


Fig. 82. 


ГАЖ саба 
Z ridades 


Fig. 83. 


polígono W con un segmento (ab) de tal manera, que, por un lado, 
de (ab) no haya un par de lados enumerados con la misma letra ау. 
Esto fue necesario para evitar (al construir la función) el surgimiento 
de una variedad continua de puntos críticos degenerados (véase la. 


fig. 83). 
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$ 18. Dualidad de Poincaré 


En topología, geomotría algebraica y en el álgebra homológica, 
bajo un término general de «dualidad de Poincaré» se entiende un 
conjunto de afirmaciones sobre el isomorfismo de las homologías 
y cohomologías de dimensiones complementarias en diferentes situa- 
«ciones. El teorema más simple (de Poincaré) afirma, que para una 
variedad cerrada compacta suave conexa М" tiene lugar un isomor- 
fismo: H, (M; R) == „ (М; R), donde H, (M; R) son grupos de 
homologías con coeficientes realos, n = dim М". Evidentemente, 
este isomorfismo es equivalente а la condición b, (M) = Б, (M) 
en los números de Betti de la variedad 17. Si la variedad Af es no 
orientable, ontoncos la dualidad de Poincaré tiene lugar para las 
homologías por módulo 2: Hy (W; Za) = Hn -x (М; Z 4). Consideromos 
las variedades orientables. El caso no orientable se oxamina de modo 
análogo 

La dualidad se basa en Jo siguiente. p 
Construiremos dos particiones celulares: K y K de la variedad 
M”, duales entre sí. Más exactamente, confronlemos a cada célula 


ot E K (con ayuda de cierta correspondencia D: К — Ñ) alguna 


célula (n — ¿)-dimensional D (о?) == œ- (es decir, una célula de 
dimensión complementaria), con esto la correspondencia D satisfará 
las siguientes condiciones: 

1. D ез una correspondencia biunívoca entre las células del com- 


plejo K y células del complejo Ё. 

2. Para cualesquiera dos células о', o'-1 Є К su coeficiente de 
incidencia lot : 01-1 con exactitud hasta el signo, que depende sólo 
de la dimensión i, es igual al cooficiente de incidencia de las células 


99-1, 07-41, correspondientes a las células iniciales con la corres- 


pondencia D; o sea, la!: о!-1] = --[0"—491: б"=!]. Recordemos que 
«consideramos un caso orientable, Pero on el caso de la variedad no 
orientable, es necesario tomar cl coeficiente de incidencia por módu- 
lo 2, o sea, en е] caso-no orientable so cumplirá la igualdad [о: 
ati] = от: 97-1] mod 2. 

Consideromos en М" una función regular de Morse f (=), cuyos 
puntos críticos están ordenados respecto a sus Índices, o sea, f (20) > 
> f (жу), si А, > ly. La existencia de tal función «regular» de Morse 
fue demostrada más arriba. 

Damos orientación en M” y consideramos junto con la función / 
otra función —/ = g. Claro está, que si =; es un punto crítico para f 
de Índice Л, entoncos z; es un punto crítico también рага g = —/ 
de índice n — Ay. 

Tomemos on calidad de partición celular К de la variedad М. 
una partición engendrada por la función ў (véase más arriba), y en 
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calidad de Ё una partición engendrada por la función —f. Considere- 


mos más atentamente la conexión entre los complejos K y К. Tene- 
mos un entorno pequeño (/ (т) del punto ту, у su descomposición 
mediante las funciones / y —f (véase la fig. 84). 

Ahora construimos la correspondencia buscada (aplicación de las 


sélulas) D, donde D: К — Ё. Tomamos D (0%) = 0%A (véase la 


que 
рта. фт 
Fig. 84. 
0%, 2 (т) T D 
A бта 
>< КЕЕН 
AI [nit узре" 
Fig. 85. Fig. 86. 


tig. 85). Las células o% рага la función f y 9%» para la función g = 
= —f, fueron definidas en el $ 15. 

Estudiemos ahora la conexión entre los coeficientes de incidencia: 
ph а у у AAA, 


Consideremos una célula о? (2 es el número de la célula) y una 


aplicación р^, : 5 
cólula o); рї, coincide con la composición de la aplicación carac- 
torística 00 >—K”!, acotada de o% en su frontera дої, y la 
proyección del complejo cociente К®-1/К®-? = \/ 87+ en el j-ésimo 
sumando de este ramo 527° (véase la fig. 86). 
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El número obtenido (véase [1], р. 11, $ 15) coincide con el 
índice de intersección de la esfera S?7*=%0% con Ја célula 037% 


(véase la fig. 87). 
Claro que el Índice de intersección de la esfera 8 


célula 077?+! es igua) al coeficiente de enganche de la esfera 5%" 
con la esfera = ġo} >+! (aquí omitimos la designación de la 


%71 соп la 


ge 


Fig. 87. 


ación caractorística). Connotamos a este coeficiente de enganche 


ар 
con w (8471; 57%), De este modo, queda demostrado que [04 : 047] = 


Comparando las dos últimas fórmulas obtenemos 
definitivamente, que los complejos X y K son duales, o sea, 
[0% : 07t] =<f0" :0"2). 

De manera que el operador de dualidad D: K — Ё tiene tal 


propiedad, que Jas células 0% y 927! =- Do) se intersecan sólo en 
un punto interior у, con esto, transversalmente (para las variedades 
orientables M” con orientación escogida de las células, este Índice 
de intersección es igual a +1). Los demás pares de células no se 
intersecan jamás. Las células dan una base de los grupos con coefi- 


cientes enteros (y otros) de cadenas С, (К) y С, (Ж). De esto modo 
entre los grupos de cadenas se establece un producto no degenerado 
bilineal escalar a o b, llamado «Índice de intersección»: si a € C, (К) 


y b € Ca-n (Ñ), entonces 
o Doh =b а= У) аро 0317) 


(еп un caso no orientable por módulo 2); aquí 


a=} ao, ъ= У b>. 
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Fue demostrada la propiedad de conjugación 
(ða) o b = а o (3b), 


donde аЄС, (К), ЬЄС„-›.‹(Ё), porque [оў :0)"']=[Do!: Рој” |. 


De manera que el complojo (С (Ñ), ô) está conjugado al complejo 
(с (К). д). De aquí se deduco el siguiento teorema 

Teorema 1. Tiene lugar un «isomorfismo de dualidad de Poincaré» 
canónico: 


BM) œ Н" М"), 


donde М“ es una variedad suave orientable cerrada. En particular, 
tenemos para los números de Betti 
ba = bn-r 

los rangos Hy, Hn n, coinciden). Entre las homologias de dimensiones 
complementarias Hy y H.,, se ha construido una forma no degenerada 
bilineal (para las homologías con coeficientes enteros, unimodular), 
denominada «ndice de intersección de los ciclos». Si n = 2k, entonces 
п — k = Б, y tenemos una forma no degenerada en Hn (31): a o = 
= (—-1)" boa. 

a demostración del teoroma se deduce inmediatamente de la 
conclusión precedento con una nota complementaria, que ambos 


complejos K у К son homotópicamente oquivaleates а Л" y por 
ao tienen iguales homologías y cohomologías, según los resultados 
del $ 5. 

EJEMPLO 4. Para cualquier variedad conexa orientable ЛГ" tene- 
mos H, = Z = Н, (M”). 

Para wna variedad no orientable tenemos Fe (М", Z) = Z (siem- 
pro), poro Hn (M”, Z) = 0. Por el módulo 2 tenemos Ho (M™, 23) = 
= 2, = Ho (M", Za). 

EJEMPLO 2, Sean: n = 2. у М, orientable. El grupo H, (А, 7) 
ев de forma по degenorada antisimétrica, o sea, índice de intersección. 
Por eso la dimensión de b, es par y hay una base canónica de ciclos 
а... Ags Бу, ae <> Dgo donde 


арар = Ы у= 0, a; obj = б 
н 


El grupo H, (1/°; Z) по tiene torsión, y es posiblo escoger todos 
los ciclos ap, b; соп coeficientes enteros. 

EJEMPLO з. Sea M? = RP? (no orientable). El geupo Н, (КР, Z y) = 
= 2, con una generalriz г (la recta proyectiva RP! RP?). De 
la no degeneración de la forma a e b (mod 2) en el grupo Н, (M°, Za), 
obtenemos 


тет = 1 (mod 2). 
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virmpLo 4 Sea 1/* orientable. En la variedad Л1* X М" tenemos 

un ciclo A = (т, т) — diagonal, A € H, (А1" x М"). El Índico de 

intersección A o А es igual a una característica de Euler, ya que esto 

número А o 4 coincido con una singularidad sumaría de un campo 

vectorial (véase [1], p. П, $45). En los grupos Hy (М" x M%, R) = 

= Y Н„(М") 9 H,(M") hay una base de ciclos z; ® ту, dondo 
Д 


3 
{z1} ©з una baso en el grupo H, (17%). Aquí el índice de intersección 
es de la forma 


(19 2) > (2, 9 20) 


poza) (23921); 


él ох no trivial sólo sí dim z; + dim 2{ = n, dim 2, + dim zį = n 
(invorificarlo!). 
prostewĘ 1. Sea dada una aplicación /: M”— М" y seun conoci- 
das todas las aplicaciones fa: Hp (А, 3) —> Ha (M%, R). Cal- 
cular índice de intersección А ө А, en 17" / M”, donde Ду = (x, f (2) 
es un gráfico. Demostrar Ја fórmula de Lefschotz Аоду= 
а 


= Y (10) 5р, а. (Para las variedades no orientables es nece- 
КЕ 


sario reemplazar R por 7,.) La expresión А ө Д, da un número alge- 
braico de puntos inmóviles de la aplicación ў (véase [1], р. 11, $ 15). 
Al principio, considoromos los casos más simples: М" 8". М" = 
= 1", М" = RP”, М" = М}. En particular, si / es homotópica 
a la aplicación en un punto, entonces fps = 0 para k 2> 0 y foy 
es idéntica. En este vaso As А, = 1 SPfos. lo que coincide con 
el resultado del $ 45, p. J1 del libro [1]. 

PROBLEMA + Demostrar que la dualidad de Poincaré en las coho- 
mologías H*(M”) es dada por una multiplicación cohomológica. 
Esto significa, exactamente, que la forma 

(ab, [M"]) = (a, b) 
es по degenerada: aquí a € H3 (M”), b € H" (А), son cooficien- 
tes o campo. Si so trata de homologías y cohomologías con coeficien- 
tes enteros H* (477; Z) y Hy (М"; 2), donde hay una torsión, entonces 
aquí es cómodo obtener la ley sobre la dualidad de Poincaré de un 
«operador de tallado» (véase $ 7) 


Da = а n I0"), (1) 

donde a Є Ш" (М"; Z) y a AIM" E Hp ay (А: 
de coeficientes, en virtud de la fórmula 

(а n IA, b) = (ab, ЇЛГЇ). (2) 


y en virtud de la conjugación recíproca Н, y H° la fórmula (1) 
по da nada de nuevo y substancial. 


). Para los campos 


$ 19, Celegorías de Lusternik-Shnirelman 207 


кошма з. Sea M > K, al mismo tiempo sean A/ y К complejos 
celnlares finitos y MN К una variedad orientable suave abierta. 
Domostrar las igualdades: 
H, (M, K; 2) = H; (MiK; Z) = HS (MN K; 2). 1220, 
Hi (M. K: 2) = Ht (MIK; 2) = Hn (МУК: Z) 150 
(a dualidad de Lefschetz). Examinar оп caso especial: 7 = 0. 
Pnomuema 4 Sea К" С 5% (т < n) una inmersión (encaje de 
un complejo celular finito К" en una esfera 5". Demostrar las 
igualdades 


HO; Z) = H (S'N K"; Т), i>0, 
НК": Z) = Hp (SNK; 2), i>0 
(la dualidad de Alexander). Examinar un caso especial: £ = 0. 
рковцхма з. Sea M” nna variedad orientable cerrada compacta 
suave Ha (M"; Z) = А, O T, una descomposición de los grupos. 
Н, en suma directa de los grupos ubelianos libres A, y de los grupos. 
abelianos de orden finito 74. Entonces se tienen los siguientes iso- 
morfismos: Ra = В, са, Ya = Tuna 
OBSERVACION. Las relaciones у с R*, Ту œ 7%! so cumplen 
para cualquier complejo celular finito. 
Recordemos. que se denomina característica de Eulor de la varie- 


dad М” a una suma alternada: Ў) (4)! By = х (01%), donde n = 


4=0 
= dim M"; B; = dim H; (M1; 23) son números de Betti de mod 2 
de la variedad M”. De la dualidad do Poincaré (para las variedades 
cerradas) obtenemos: Bi „+ y por eso tenemos para variedades 
de dimensión impar MY y (M>) = Y (—1)! Ве == 0 (para 
lasan orientables es posible utilizar los números de Betti con 
= R). 


§ 19. Puntos criticos de las funciones suaves y categoria 
de Lusternik—Shnirelman 


Si f una función de Morse, es decir, sobre la variedad M no 
son degenerados los puntos críticos, entonces el número de puntos 
críticos de la función f. como ya lo sabemos del $ 16, se estima infe- 
riormente: py > Бу, donde p, es el número de puntos críticos del 
índice k y b es un número de Botti: ba = dim H, (M; G), donde 
G = R, o bien G = Z, (о bien Z,, р es primo). Así, por ejemplo, en 
cualquier superficie bidimensional de tipo M4 cualquier función de 
Morse tiene no menos de (2g + 2) puntos críticos. Pero la situación 
se complica bruscamente. si tratamos de estimar inferiormente el 
número de puntos críticos para una función suave arbitraria f, que 
no necesariamente tiene que ser función de Morse. Como muestran 
algunos ejemplos elementales, ої número de las singularidades dege- 
neradas puede ser considerablemente menor. Tal como fue indicado 
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ormente, al deformarso la función f en un espacio de funciones 
suaves, las singularidades no degencradas pueden reunirse, formando 
singularidades degeneradas. Tales uniones mutuas disminuyen el 
número de puntos críticos. Mientras una función de Morse en Mè 
dehe tener no menos de 2g + 2 puntos críticos, en cualquier М 
existo una función suave con tres puntos críticos, de los cuales ипе 
es degenerado (y se desintegra en 2g no degenerados con una pertur- 
bación conveniente). y otros dos son puntos de mínimo y de máximo. 
Están cumplidas las desigualdades de tipo У) ну > У) Da (Véaso 
> % 
el $ 16) en el caso, cuando f по es una función de Morse; pero ahora 
los números н no tienen el sentido, que obtenían en un caso по 
degenerado (o sea, números de singularidades no degeneradas do 
índice К). Ahora los números п describen el «grado de complejidad» 
de los puntos críticos, с) cual ya no se rolaciona directamento con la 
cantidad de los mismos. Es más, como fue mostrado anteriormente, 
no cada punto crítico (degenerado) debe ser necesariamente punto de 
bifurcación (véase más arriba el $ 16), y por eso las desigualdades 
Y ма > Y ba pueden no tomar en cuenta ciertas singularidades 
) 5 

degoneradas. Do manera que esto no da posibilidad de estimar iafe- 
riormente el número de singularidades de una función suave arbitra- 
ria / sobre una variedad Л" dada. Resulta que hay cierta invariante 
topológica de la variedad М" (llamada categoría de Lustornik— 
Shnirelman) —cat (М")— que ostima inferiormente el número do 
puntos críticos de la función f. Pasemos a describir esta invariante. 

Sean: X, un espacio topológico (do Hausdorff); А < Х, un 
subconjunto cerrado arbitrario en X. 

DREINICION 4, A la categoría caty (А) de un subconjunto cerrado А 


respecto a un espacio X se denomina número minimal k para el cual 


h 
existen tales subconjuntos cerrados Ay,..., An en X, que А = U An 
си 
y cada subconjunto A; se contrae еп un punto рог el espacio Х. 
omservacion. No se supone la conexión de subconjuntos (4;). 
El propio espacio X lo suponemos, para simplificar, conexo.Si А = 
= X, consideramos (por definición), que cat y (X) = cat (X). Este 
número se Пата categoría de Lusternik—Shnirelman. La categoría 
Caty (4) puede tomar los valores: 1, 2. 3. ... 
Enumeremos y demostremos las propiedades fundamentales de 
taty (А). 
LEMA І. Si А с В с Х, entonces caty (А) < calx (В). 
DEMOSTRACION. Sea q = саїу (B), es decir, existen subconjuntos 
A 
cerrados Ba, 1 < ¿< q, tales, que В = 0 В, y cada В, se contrao 


1 


por X en nn punto. Consideremos los subconjuntos cerrados A; = 
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= A ПБ. 1< i< 9. Entonces, es evidente que А = Ú A; y cada 


А, se contrae por X en un punto. En consecuencia, catz (А) < q = 
= саб; (B), 10 que se quería demostrar. 

Lema 2. Sean A у В dos subconjuntos cerrados arbitrarios en X. 
Entonces cat y (A UB) < сах (А) + cat x (В). 


a P 
DEMOSTRACION. Sean, A= U A, y B= U Ву; entonces AU B= 


m "0 | Са, donde С, = Az, para ма <a<k, y ы = В, рага К+ 1 


= a =н k + р. Puesto que А, у By зе contraían por X en un punto, 
entonces Ca se contrae en un punto у la caty (C) <А + р = 
= cal x (А) + catx (В). El lema queda demostrado. 

LEMAS. Sean А < В subconjuntos cerrados en X. Entonces 
caty (BA) > сах (В) — catx (А). donde por ВЯ se designa 
la clausura del subconjunto BNA en X. 

DEMOSTRACION. Como B = А |) (BNA), entonces, en virtud del 
lema 2, obtenemos caty (В) < catx (А) + catx (BXA). El lema 
queda demostrado. 

LEMA 4. Sean А < В dos subconjuntos cerrados en X y que el 
conjunto B se deforme continuamente en el subconjunto A (es decir, 
hay una homotopía Q, de la aplicación de inmersión i: В —> X en tal 
aplicación Фу: В — X, con la cual q, (B) = A. Entonces cat y (А) > 
> cat y (В). (El conjunto Ф, (В) с X puede ser no homeomorjo а B.) 

DEMOSTRACION. Sea Caty (А) = k. Consideremos el recubrimiento 


A = U As, donde todos los A; se contraen por X en un punto. Como 


= 
Qı (B) < A, es posible considerar Ry = qı (В) ПА» 1< j< k. 
En virtud de la condición del lema, hay una aplicación continna œ: 
i (B) > ф (B), donde el subconjunto ¿(B) es homeomorfo а B. 
Supongamos que B; = a- (Ву), 1 ў < k. Está claro. que B = 


= 0 By Luego, aplicando a By la homotopía Ф. dolormamos В, 
= 


ЫР E EN AO (В) = Вус Ау, о sea, Ry se contrae 
por X en un punto; con lo cual cada B; se contrae en un punto por X; 
por consiguiente, catx (В) < К. El lema queda demostrado. Véase 
а fig. 88, 

LEMA 5. Sean А с= X, А es compacto y X una variedad, Entonces 
existe un e >0 tal, que catx (U.A) = catx (А), donde соп U, (A) 
se designa un e-entorno cerrado de un subconjunto A ст X. El número 
e depende de А. 

DEMOSTRACIÓN. Como А — U¿A, entonces por el lema 1 obtene- 
mos: catx (А) < catx'(U,4). Demostremos la desigualdad inversa, 


1401126 
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А 
Sean: caty (А) = k, y А = U Ap donde cada Л, se contrae por X 
=з 


en un punto. Puesto que X es una variedad, entonces, evidentemente, 
existe un e >0 tal, que U, (4;) se contrae (tras de А,) en un punto» 


por X (1<1< 0). Como U, (A) = ур, (А). entonces cata 
(0, (А) < k = cats (А). El lema queda demostrado, 


OBSERVACION. Si X ро es uva voriedad, el lema 5 по es justo (véase- 
la fig. 89). 

LEMA 0. Supongamos que X es una variedad. Sean А, В, (n = 
=1, 2, ...) subconjuntos cerrados en Х. y A = lím Bn, ез decir, 


p (А, Bn) >O cuando n — со, donde X se supone que es un espacio- 
métrico; p (С, D) = sup (inf p (2, 0) + зир (inf p (=, y); p (a, y} 
a а 


es la distancia entre los puntos z e y еп X. Supongamos, que cat x (Bn)> 
> №. Entoncos también caty (А) > k 

Demostración. En virtud del lema 5. existe un e > 0 tal, que 
Caty (UA) = саїу (4). Puesto que р (А. Ba) — 0. entonces hay” 
un número № tal, que В, с U,A para todos los п > N. De este 
modo, tenemos: А < catx (Bn) < cat y (0,4) = саёд (А). El lema 
queda demostrado. 

TEOREMA 1. Sean M” una variedad suave, compacta, coneza, 
cerrada, у] (т) una función suave en М". Entonces se cumple la desigual- 
dad k > cat (М"), donde k es el número de los puntos críticos distintos: 
de la función f. (En particular, k puede ser infinito.) 

De hecho el teorema es justo para los puntos de bifurcación de la 
función f, o sea, p > cat (M”), donde p es igual al número de puntos 
bifurcacionales distintos de la función f. Al principio, examinemos 
una analogía, que se tiene entre la conducta de la categoría de um 
conjunto de los puntos críticos de la función / y la conducta de los 
números propios de una forma bilineal en R". 
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Consideremos la inmersión (el encaje) estándar de una esfera 
Sri өп R” (zt, ..., д"), es decir, 5"! = {z ER” |z |= 1}. Seo 
В (т, y) una forma simétrica bilineal real en R”. Examinemos læ 
función suave f (z) asociada a ella en la esfera 5"—1, dada por la 
fórmula у (z) = B (z, т), | х | = 1. Hallemos todos los puntos críti- 
cos de la función 7. Sean т € 5"-1, 2 € 7, (S"-2); consideremos 1а 


derivada de la función f en un punto = según Ја dirección 2. 


д‹ 
Sea z (0) cualquier curva suave on la esfera 5"=1 tal, que z (0) = 2, 
3 (0) = a; entonces 


El =F/00),,=F 860, =(0)|,_,=HB2(0, 20|, 


li=o t=0 
donde соп B: R” —>R" se designa un operador simétrico (respecto 
a un producto escalar euclideo (, )), asociado a una forma B. Luego 


del. 820), 200-0 (Bi, зу (Вл, D=2 (Ba, ш). 


Por consiguiente, el punto xy € $”! es crítico si, y sólo si, (Bzg, 4) аа 
к= 0 para cualquier vector a Є 7,,S"-1, Esta condición es equivalente 
a la siguiente: el vector Bz, es ortogonal a un plano 7,,S%=1, o sea, 
Bzg = Улу, donde A es un número real. 

Sean ep, еу, ез, .. «> En „у Vectores propios de la forma B, y Ay, . . . 
<.. Àn- los números propios correspondientes. En virtud de la 
simetría del operador B todos los vectores су. е), . . ., €n; Son orto- 
gonales de par en par (los consideramos unidades), y los números 
Mor Ms +. ++ Àn- Son reales. Recordemos, que f (ea) = (Bea, €.) = 
= (har Car ёа) = ha (Cas Ca) = Àa. Vomos а considerar, que los: 
Números A, (también los vectores е.) estan en orden creciente, o sea, 
MSMS.. S Anas 

Examinemos en la esfera 5"—1 todos los posibles ecuadores 
i-dimensionales Sí, es decir, secciones de la esfera $"-1 con log 
planos de dimensión i + 1, que pasan por el origen de las coordena- 
das. Designemos al conjunto de todos estos «ecuadores» рог M, 
(о sea, М, = (8%). Fijamos оп ecuador arbitrario St 5"-1 у 
consideremos el max 1 (z). Se sabe muy bien de la teoría de las 


хєз\ 
formas cuadráticas. que tiene lugar la igualdad А = inf (máx у (2); 
M; лебі 


0< ¿< п — 1. (Proponemos al lector demostrar esta relación por 
su cuenta.) Está claro, que la fórmula arriba dada concuerda con la 
ordenación fijada: № < А <... < А, 1. Notemos, que el grupo 
$О (n) actúa transitivamento en cada clase M, (cualquier ecuador 
5! se obtiene de un ecuador fijado Si mediante alguna torsión gE 
€ SO (n). 
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PROPOSICION і. Æl número de los puntos críticos distintos de к 
función ү (z) = (Зх, 2) en la esfera S"-1, no es menor que el númer 
duplicado de clases { М}, o sea, que el número 2n. 

DEMOSTRACION. Si todos los números propios (Aa) de la forma Б 
son distintos, entonces los puntos críticos de la función f son exacta: 
monto puntos {-Ее„} (o sea, extremos de los vectores -Ее„, 0 < a < 
«< п — 1). Puesto que el número de estos puntos es igual а 2л 
luego п es igual al número de clases {М,). 0<¿i<n—1. S 
existe tal par de Índices i < j, que А, = Aj, entonces la esfera S% 
se compone completamente de puntos degenerados críticos de la 
función ў у, ya quo hay continuo de estos puntos, la afiemaciór 
buscada, evidentemente, se cumple. 

OBSERVACIÓN. Como la función / (2) = (Bz, х) os invariante 
respecto a la aplicación z > —x, entonces f (x) es de hecho la función 


Ў en un espacio proyectivo RP"=X; para la función J la propuestas 
arriba demostrada se reformula así: el número de puntos críticos 
distintos de la función f en RP"-1 no es menor que el número de 
clases {.W,}. o sea. que el númoro п. 

Después de estas notas preliminarias examinomos los puntos 
críticos de la función suave f sobre una variedad arbitraria suave 
compacta cerrada M". Efoctuamos los siguientes cambios en la 
construcción arriba oxpuosta. 

Cambiamos la esfera S” рог la variedad M; la forma B (x, т) 
por la función arbitraria suave f (х), z € M; en vez de Jas torsiones 
g E SO (п), que conservaban cada claso M, (véase más arriba), oxa- 
minamos las homotopías continuas que, como será mostrado, con- 
servan algunas clases de subconjuntos cerrados, análogos de clases 
Мц; cn lugar do los números propios ? de la forma Й trataremos cior- 
tos análogos suyos, construidos por las clases de subconjuntos cerra- 
dos. Pasemos a una exposición detallada. 

Sea M” una variedad suave compacta conexa cerrada. Con My 
«lesignemos a la clase de todos los subconjuntos cerrados X œ М" 
tales, que catar (X) => i. Está claro, que M; 5 My41. Connotemos 
соп Ө (M") al espacio de todos los subconjuntos cerrados en la varies 
dad №". El espacio Ө (M”) se transforma en un espacio métrico 
mediante la introducción de la métrica 


p(X, Y) =sup age З 1) + зар (int р (=, Y), 


donde р es una distancia еп M”, Digamos, que Y =límX, si 
lmp (У, Х,)= 0; Y, ХьЄӨ. dd 
к, 


LEMA т. Cada clase de subconjuntos M: = Ө (М") es cerrada res. 
pecto a la operación del paso al límite lim y respecto а la homotopía 
de subconjuntos por la variedad М. 
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DEMOSTRACION. Sean X € Мур = 1, 2, 3,...; X = Иш Xp; 


Catan (Xp) > i (por definición de clase M). Es necesario demostrar, 
que catan (X) > i. Esto se deduce inmediatamente del lema 6. 
Luego: sean X € M: e Y = q¿X œ М" un subconjunto, obtenido 
de X mediante una deformación continua фу: X — М". Puesto que 
Catan (X) > i, entonces, en virtud del lema 4, catan (У) >i, о 
sea, Y € Mi, lo que se quería demostrar. El lema queda demostrado. 
De manera que los M, son subconjuntos cerrados en 0 (M”), 
Sea fijada la clase M; y sea X € My. Consideremos un número 
Мм = inf (máx f (2). Esta definición de Jos números ), reproduce 
XEM; хє 


el teorema correspondiente de la teoría de formas cuadráticas (véase 
más arriba). 

Designemos рог N a la categoría de М”: cat (M”) = N. Claro 
que Y < co. De la definición de las clases М, obtenemos: Ө = Mp = 
=M, 5M, 5...5 My. Aquí Ө = Mo = {X € 0; catar (X) > 
> 0}; claro que catan (X) > 0 para cualquier X € 0. Es evidente Та 
coincidencia de las clases Mo y Л/,; en particular, А, = M. La clase 
My contiene la variedad MM". La cadena de subconjuntos {M} зө 
rompe en la clase M y- 

Cada función suave / en la variedad M” define un juego de fun- 
ciones fo» fr, « ., fws donde la función f; (0 < i < N) está definida 
en la variedad M, y es dada por la fórmula: f; (X) = max / (X), 

x 


donde X € М, Entonces à = int (fi (X)). Puesto que MS м, 


ñ 
con el crecimiento de i. los números A; sólo pueden aumentarse: 
М = з А, <... д; aquí N = cat (M"). Como las clases 
M, с: 0 son cerradas respecto a un paso al límite (véase el lema 7), 
entonces en cada M, (Ò < i< №) hay un elemento X$ tal, que 
1.09 = А. En otras palabras, Х{ es un subconjunto cerrado en 
М" tal, que А = máx f(z). 
хєх? 
Lema в. Consideremos una superficie de nivel fa = {= € 
ЄМ" |] (2)) = 24). Entonces sobre la superficie fı hay por lo menos 
unto crítico de la función f. 
jemostración. Supongamos lo inverso que en la superficie f}, no 
hay puntos críticos de la función f. Consideremos la clase M; y sea 
Х{ € M; tal subconjunto cerrado еп М", que шах (f (2)) = Ai, 
хехе 
ев decir, f; (Xi) = А. En virtud del carácter cerrado de А? existe 
un punto zf € X} tal, que f (23) = às. o sea, z$ € fa; Como por supo- 
sición, el grad f (z) 4 0 para cualquier = € fa; entonces, (en virtud 
de la compacidad de Л/") existe una deformación bastante pequeña 
de la superficie f,, a lo largo de las trayectorias integrales de un 
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campo vectorial (—grad /) (consideramos. que on M” está dada una 
métrica de Riemann) en un dominio de los valores de la función f, 
menores que A, (véase la fig. 90). 

Como ЛГ" ез una variedad suave compacta, existe una isotopía 
suave M” por sí misma, constante fuera de un entorno pequeño de 
fibra: M — e< / (1) <А y que pasa de {f = А} a {f = Mm — e). 


Sea Ñ; una imagen del subconjunto X$ respecto a esta deformación 


Como Ж; ha sido obtenida do Х{ mediante una homotopía por М" 
entonces, en virtud del lema, catyn(Xf) > catyn(X?) (en realidad 
tiene lugar la igualdad). Por consiguiente, catan (XP => i, о sea, 
X1 € M,. De aquí obtenemos, que sup 7 (<А — e < d, lo 


que significa, que inf (sup f (2) sup (0) <А –е< 
хем; зех єлї 

< An y esto es imposible, según la definición de M. El loma queda 

demostrado. 

Lema». Supongamos, que M = Мар, donde р > 0. Designemos 
con $ al conjunto de los puntos criticos de la función en una superficie 
de nivel f,, = {f = М}. Entonces, cat yn(S)>p + 1. 

Demostración. Cabe subrayar aquí la analogía con la conducta 
de los puntos críticos de la función (Bz, т) en la esfera S"-1: si dy = 
= фр, entonces un elipsoide de forma B, que оз un elipsoide de 
torsión a lo largo de sus propias direcciones е, єз, .. -, егу, 
engendra el conjunto de los puntos críticos de la función f, homeo- 
morfo a la esfora SP. Pasemos a demostrar el lema. Puesto que S 
ез cerrado, existe un e>0 tal, que сай (S) = catan(U,S) 
(véase el lema 5). Supongamos lo inverso: сайма (S)< р. Examine- 
mos la cadena do las clases М, Музу... Misy: Sea Xiyp € 
Є Мү+у tal subconjunto cerrado, que sup f (х) = Мар = M. 

Xp 
Mié Agp N 0,5) (уба- 


Consideremos el conjunto cerrado Х = 
se la fig. 91). Entonces 


саб (7) 200 yg (ХТ о) — сал (Хї+› NUS) > cata (Xl) — 
—CAty yn (0,5) = cat а (Xtyp)—cat yn (S)>i+ p—p =t 
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Фе manera que саї, в (Х°):>/, о sea, ХоЄ Мү. Luego 


мемар ЭД, Fm) Lo (F) А === sup (f (2). 
lso 
¡De manera que нану demostrado, que sup (7 (z)) = M y por 


eso cl conjunto X° se puede considerar como uno de los compactos X} 
sen la clase Mı. De otro lado. X$ NS = Ø (donde X° = Х{) por 


«construcción de Хо, Esto contradice el lema 8, según el cual el con- 
junto X$ debe contener por lo menos un punto crítico z} € S (o sea, 
оп la suporficie f},). La contradicción obtenida demuestra el lema. 

Demostración del teorema fundamental. 

Y bion, soa f (z) una función suave en una variedad suave compac- 
ta M". Es necesario demostrar, que el númcro de puntos críticos 
distintos de la función / es no menor que cat (14). Considoremos la 
«cadena de las clases: 0 = M, = А2 MD.. > My donde 
N =cat(M”). En principio, examinemos el caso, cuando Ay = 
=M LAr.. <А, о зеа, А, 5 Ау para i j, 1< i, j< М. Entonces, 
өп virtud dol Jema 8, on cada nivel crítico do fap 1X i< N, hay 
por lo menos un punto crítico de la función f (x); por consiguiente, 
(уа que las superficies críticas fa, son distintas para 1< i< N), 
«1 número de los puntos críticos es no menor que У = cat (M"). Así, 
рага el supuesto ô; 2, (1< 1, } < N), el teoroma queda demostrado. 

Ahora consideremos el caso general: зоа que hay números coinci- 
dentes entre los (A); por ejemplo, A; = +p. «Cuántos Ponies 
críticos} (distintos) es posible escoger en la superficie /,, = frp? 
Del lema 9 obtenemos que cat „m(S) >p + 1, donde 5 es el con- 
junto de puntos críticos en la superficie f,,. Como cal ym(S)> р + 


+ 1, оп S зе puede escoger por lo menos p 2 4 puntos distintos (S = 
Pe 


©, Sa» donde cada Sa se contrae рог M” еп un punto; es 


sulicionte escoger un punto en cada conjnnto Sa), De manera que 
wn valor ede una vez» de A, (o sea tal que Ауу <A, < Уууу) aporta 
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por lo menos un punto crítico, y cada valor ade (р + 1) veces» А 
(о sea, М <А, = А = и+ь << h+p+) aporta рог lo 
menos un (р + 1)-ésimo punto atico. Esto demuestra el teorema 
en un caso general. 

Como se ve de la demostración, es justa una afirmación análoga 
también para los puntos bifurcacionales de la función suave / en M”, 
Dejamos al lector los razonamientos en detalles. 

Pasamos a considerar algunos ejemplos concretos. El primer 
problema que debe sor examinado, os el siguiente: si es o no la mejor 
la estimación arriba obtenida (on сі caso general), es decir, si 
existen tales funciones f y tales variedades Л/", para las cuales el 
número de los puntos críticos es igual a la categoría cat (1/7). Los 
ejemplos más simples ya muestran, que existen tales paros (3/", f). 

PROPOSICIÓN 2. Sea M? una variedad bidimensional suave compacta 
cerrada. Entonces la cat (M?) = 2, si М? es homeomorfa a 5°, y la cat 
(M?) = 3, si M? no es homeomorfa a una esfera. 

DEMOSTRACIÓN. Si M? es homeomorfa a la esfera, la afirmación 
es obvia. Sea ahora М? no homoomoría а la esfera. Consideremos una 


partición celular de M? de la forma o° U ( [ү 01) 0°, o sea, a un 
Л 


Й 
ramo de circunferencias Y S% está pegada una célula o?, Designe- 
ant 
mos por U¿( V Sita un e-entorno bastante pequeño de un armazón 
а 


unidimensional Y S4 on la variedad Л/?, y sea 5° = МУ U, (Y Si) 
un disco cerrado (véase la fig. 92). 


Fig. 92. Fig. 93. 


Representemos M? en forma de reunión de tres subconjuntos 
cerrados: М? = A, |} А, U As, donde A, = D? (se contrae рог sí 
mismo en un punto), y los conjuntos А, y Ау se muestran en la 
fig. 93. Aquí А, = 0, (М51) N Wn (0°), nds W, (0% es un disco 
de radio y con centro en el punto в (se supone bastante pequeño el 
númoro n); A, = U, (VS) «А, (clausura). 

Claro que А, se contrae por sí mismo еп un punto, y Аз se contrae 
por sí mismo en un juego de g puntos, y por eso se contrae en un punto 
según M2. Así, la afirmación queda demostrada. 


Iman ar 
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Es fácil verificar, que si cat (M°) = 2, entonces M? es homeomor- 
fa a la esfera. 

Ahora, consideremos las funciones suaves / en M*, Рага la esfe- 
ra S? la función estándar de altura tiene exactamente dos puntos. 
críticos. lo que equivale a la categoría de la esfera. Si M? es no- 
homeomorfa a la esfera, entonces, como fue mostrado más arriba, 
en М? hay una función suave f con tres puntos críticos, lo que equi- 
vale a la categoría cat (M3). Así, hemos demostrado, que se obtiene 
una cota inferior, cat (M”). 

El cálculo de cat (M”) es un problema no triv ste invariante 
se somete con gran dificultad al cálculo exacto. Por lo común, eł 
obtener estimaciones superiormente (por arriba) en cat (М") no es 
difícil para una variedad concreta M”, es suficiente con presentar 


N 
algún recubrimiento contractable concreto М" = U A, El 


1 
problema más difícil es obtener estimaciones inferiores en cat (M”). 
Ofrecemos un modo de estimación inferiormente (por abajo) de 
cat (47). 

Consideremos el anillo de cohomologías H* (M"; Z). Todas las 
siguientes construcciones so repiten literalmente рага un anillo 
H* (Мч Zp). El número К se Mama «longitud cohomológica de la 
variedad М'», si k es el máximo de todos los números p con la siguien 
te propiedad: oxisten los elementos од, . --» %p ЄН" (М"; Z} 
tales, que el producto о. . . . ®р es distinto de cero en H* (M"; Z). 
Comprendemos bajo ol «producto» aquí una multiplicación ordina- 
ría en el anillo de cohomologías. 

PROPOSICIÓN 3. Tiene lugar una desigualdad: col (M")>k +4, 
donde k es la longitud cohomológica de la variedad M”. 

DEMOSTRACIÓN. Sea D: H* (M% 2) > Ha-a (M% Z) dualidad 
de Poincaró, que establece isomorfismo entre los grupos indicados. 
Recordemos, que si с, В € H* (М"; Z) son dos cociclos у а. В es 
su producto en al anillo 41% (M”; Z), entonces D (ж.р) =D (а) П 
ND (B), donde por D («) N D (В) se designa la intersección 
de los ciclos D (æ) y D (В) (la operación de la intersección os dual a la 
multiplicación cohomológica). Para mayor evidencia, es posible 
imaginar, que los ciclos y, = D (æ) y ү» = D (В) están realizados 
en M” en forma de subvariedades (o subvariedades con singularida- 
des); entonces el ciclo y, П тг se hace como una intersección de estas 
dos subvariedades (después de reducirlas a una posición general; 


véase la fig. 94). Consideremos un producto о, -@s-. . -æn ss 0 de la 
longitud k еп A* (M7; Z) y sea ү, = D (ац). 1< i< k. Entonces 
D (дааа. . ок) = Y NY N--- N үк = Y. donde el ciclo y no 


es homológico a cero (recordemos, que D es un isomorfismo). Ahora 
supongamos, que cat (1")< К. Esto significa que existen tales 
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As (S< k) on М", que М" = y А, 
y cada 4, se contrae рог М" en un punlo. Sin restricción de generós 


subconjuntos cerrados Ay, - . 


lidad, es posible considerar, que А" = 1] А, donde todos los A; 


11 
se contraen en un punto por M", Es suficiente еп calidad de Ау, 

‚ А, (si з < k) tomar (k — s) puntos arbitrarios en M”. Luego: 
consideremos que s = k. А cada ciclo үү (1 < ¿< Ё) le confrontemos 


n 
Te 


Fig. 9%. 
un subconjunto A, Ya que A; se contrac en un punto por М". 
entonces He (M; 2) se sumerge en H, (W, Aj; Z) (donde * > 0). 
De aquí obtenemos, que cada ciclo y, es homológico al ciclo 
С MNAn 1SISK (о sea, el cielo {‹ зе puedo “quitar” del 
пен А, с M). Pero en tal caso дї por un lado es һотао1б- 


gico a п, тс Y. por otro lado mwen (MNA) = муф a= 
mi үң i= 


=Ø, ya que м=0 Aj. Esto significa, que y es homológico 


a cero, lo que contradice las condiciones del teorema. La demos- 
tración está terminada. 

Apliquemos la afirmación demostrada al problema de un cálculo 
«concreto de cat (А). Así, por ejemplo. si una variedad bidimensio- 
nal cerrada compacta M? no es homeomorfa a la esfera, entonces 
«cat (М2) > 3. La demostración sigue inmediatamente de la infor- 
mación ya conocida por nosotros sobre la construcción de H* (М?; Z) 
y Н* (12; Za). 

Demostremos, que cat (АР") n +1. Obtendremos, al prin- 
cipio, una estimación superior: cat (ХР") <n +1. Consideremos 


una descomposición estándar RP" = 1) А}, donde A; son 


imt 
discos n-dimensionales abiertos, definidos así: Aj = {А (zt, .. 
seo th n ZH); тї чё 0, donde (2%), 1< a< n + 1, son coor- 
«donadas homogéneas en АР" (véase 11], р. 11, $ 2). Como {44} es un 
recubrimiento abierto RP”, es posible inscribir en cada conjunto 4; 
tal disco cerrado Ау, que su reunión será. como antes, un recubri- 
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miento АР" (es suficiente disminuir un poco los discos А{). Como 
cada disco А; se contrae por sí mismo en un punto, obtenemos la 
estimación buscada superior. 

Ahora demostremos, que cat (RP?) >n +1. Para esto basta 
con demostrar, que la longitud cohomológica АР" (соп coeficien- 
tes en Z,) es igual ап. Realmente, Н* (АР"; Za) œ Za 1211/0219), 
es decir, el anillo de cohomologías es isomorfo al anillo de polinomios 
truncados de la generatriz т, (el grado de z, es igual a 4); por (zp+1) 
está designado el ideal, engendradopor el elemonto 27+1. De manera 
que ol producto z? = лү. . n (п voces) os distinto de cero. Así, 
cat (RP) =n +1. 

Demostromos que cat (7") =n +4, donde 7” es un toro n- 
dimensional. Puesto que H* (77; Z) = A (т, т. ..., Zn) es un 
álgebra exterior de las generatricos unidimensionales т, 1< i< п, 
entonces el producto =;:х. . . . «Tn өз distinto de сого y, por consi- 
guiente, cat (77) сэл + 1. Demostremos que саї (7%) < п +4. 
Como Т" = St X 7"-1, entonces 7” se puede presentar en formà 
Т" == (St VY 7") Yo”. Afirmación general: cat (X ү S") = 
= cat (X), si cat (X) > 2, donde X Y 5" es un «ramo» de la esfera 
5" y un complejo celular linealmente conexo arbitrario X. Efecti- 


А 
у X = U A donde cada А, ве con- 
а= 


Я 
trae рог X en un punto. Sea zp Є X un punto, en el cua) está hecha 
la pogadura del ramo: X Y 5%. 


vamente, sean cat (X) = 


Representemos S” en forma de la reunión de dos discos cerra- 
dos: S$"=DFU DI, donde 2,€ Dj; 24 Dj. Consideremos un Aw tal, 


sf 
д 
O 
х fga 
р 


Fig. 95. 


& 


2, 


que 2,6 Aj; hacemos В. == Aa, donde asiy у ze jo, donde jo ез 
cualquier Índice fijado, distinto de da: Bj, = A U Di; By, = Aj, UDI. 
Notemos, que А„[} Р? = @ (véaso la fig. 95). 


De esto modo, XVS"=UÚ Bı. donde cada B; se contrae por 
La 

хү 5" en un punto. Así: cat (X V 5") = cat (X). Como un ejer- 

cicio elemental dejamos al lector la demostración de la siguiente 


afirmación más general: cat (X Y Y) = max (cat X. cat Y), donde 
X e Y son espacios linealmente conexos arbitrarios. La fórmula 
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cat (X Y 5") = cat (X) (si cat (Y)>2) es un caso particular 
de esta afirmación. Volviendo al cálculo de cat (7"), obtenemos: 
cat (7%) = cat ((Т”-% Y Si) U о") < cat (17 Y S) + 1. Puesto 
que cat (2%) Y 51) = cat (77-1), y como cat (Т?) = 3, entonces, 
por inducción, obtenemos: cat (7"+)< п + 4, lo que se quería: 
demostrar. 

Sea р: E— В un espacio fibrado con una fibra F en sentido do 
Serre, o sea, se cumple el axioma sobre la existencia de una homotopíw 
cubriente. 

PROPOSICION а. Tiene lugar la desigualdad: cat (Е) caty (F) X 
х cat (B), donde FC E es una fibra del espacio fibrado р: E=B. 

DEMOSTRACION. La afirmación necesaria la obtenemos como un 
caso particular de una afirmación general: sean: Y = B, un subcon- 
junto cerrado en la base B; p- (У)с Е, su preimagen completa 
en 2; entonces so cumple la desigualdad: catg (p-> (У)) < cate (F) 
cat y (Y). Claro que al suponer Ё = Y, obtenemos la afirmación 
buscada. 

Consideremos en principio el caso. cuando cat p (У) = 1. Hay 
que verificar la desigualdad caty (p"* (Y))< catp (F). Contrayen- 
do Y por base B en un punto, podemos (por axioma sobre la homoto- 
pía cubriente) cubrir esta deformación соп una deformación del 
subconjunto рт! (Y) por E en la fibra F. En virtud del lema 4, 


cata (p"* (У) < саб, (F), lo que se requería. 
Ahora consideremos un caso general: sea caty (У) = К. Entonces 


» 
Y= U A, donde cada А, se contrae por В en un punto, Supon- 
y 


a Жей Ре РЯ 
gamos Y =U A; А==А„; entonces Y =Y Y A, donde саб, (Ў) < 
it 
<k—1, catp(A)=1. Es necesario verificar la desigualdad: 
cata (p (Y U A))< cats (F)-cata (Y Y A). Tenemos: 


cats (FU А)) = сак (p7 (Ў) U рч (4) < 
саба (p (Ў)) + cats (971 (А)). 
La desigualdad buscada se deducirá de la siguiento desigualdad: 
cats (рг! (Ў)) + cate (p (4)) cate (F): cata (FU А) =k-cats (F). 


Ya que caty (рї (4))< cat (F) (А se contrae por B en un punto), 
entonces, basta соп demostrar una desigualdad más fuerte 


cate (рі (Ў)) + cats (P)< cats (F)-k, o sea, сабат (р-і (PS 
< саб (F)- (k — 1). A su vez, esta desigualdad se deduce de una 


desigualdad aún más fuerte: cata х (p? (PI) < cats (F)-cat p (Р). 
ya que cat y (Р) < [k — 1. Perola última desigualdad se puede con- 
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sidorarla cumplida en virtud de la suposición de la inducción, donde 
la inducción se realiza por cat у (Y) (el primer paso do la inducción 
cat a (У) = 1 fue examinado anteriormente). La afirmación está 
demostrada. 


Hay espacios fibrados р: E 2. B, para los cuales la desigualdad 
cat (Е) < cats (F)-cat (В) se transforma en una igualdad. Рог 


ejemplo, consideremos un espacio fibrado de Hopf: р: 5% 5» 5% 
entonces, 2 = 1-2, donde cat (S°) = 2, cat (52) = 2, cats (91) = 
= 1 (ya que la fibra S! se contrae рог S? en un punto). 


$ 20. Variedades críticas y desigualdades de Morse. 
Funciones con simetría 


Un caso importante de los puntos críticos de las funciones 
suaves f en la variedad M* son las llamadas «variedades críticas no 
«degoneradas». Esto significa lo siguiente: a) la ecuación grad f = 0 
debe dar un juego de las subvariedades suaves Wa œ М" de dimen- 
siones сид; b) es necesario complemontariamente, que la diferencial 
«Pf en cualquier punto de la subvariedad W, sea forma cuadrática de 
rango n — од, es decir, la forma d*f debe ser no degenorada en un 
espacio lineal de vectores, normales a W, еп M” on alguna métrica 
do Riemann (positiva). 

Naturalmente, las funciones de tal tipo surgen en caso on que en 
la variedad actúa un grupo de Lie y la función es invariante respecto 
a las transformaciones del grupo. Otro ejemplo lo dan las funciones f 
obtenidas de las variedades de menoros dimensiones con la aplicaci- 


ón Mo 2, М"-9, como las funciones de tipo f (z) = g (p (2)) para las 
funciones de Morse g (z) on la variedad М", si el rango ф = n — g. 

DEFINICION 1. Se llama índice de la variedad critica coneza W, un 
número A de Jos cuadrados nogativos de la forma 02/ (que no depende 
de un punto de W, en virtud de la no degeneración de la forma @/ 
en un plano normal). 

Lo mismo como en el $ 16 de este capítulo, los invariantes prin- 
cipales de una variedad crítica (suponiendo, que en el mismo nivel 
se encuentra sólo una variedad crítica conexa) son números de Betti 
locales: rangos de homologías relativas 


br (Map Марх) = rango Hy (Map Ma, NW), 


donde Xf, es un dominio de menores valores f (z) < a; Wy ов una 
variedad crítica en el nivel f (т) = ау. Сото en el $ 16 tenemos 


br (Magier Mage) = br (May М.Р), 


222 Cap. 2. Puntos críticos у homologías 


si en un intervalo de valores [a; — e, ay + e] no hay otros puntos 
críticos salvo Ws. Las desigualdades de tipo de Morse ya fueron 
deducidas en el $ 16: 


F (Мене Maja) > br M). 


En caso de las variedades críticas no degeneradas estas desigualdades 
se hacen efectivas, si es conocida la topología йс las mismas varieda- 
des críticas Wy y sns Índices Ay. 

TEOREMA 1 a) Tiene lugar la igualdad 


ba (W) = bury (Ман Ма) a 


(se toman los números de Betti por módulo 2). 

b) Si la variedad М" es orientable y la variedad crítica W; es sim- 
plemente conexa, entonces la igualdad (1) es justa para los números de 
Betti con coeficientes reales R. 

Para demostrar el teorema, hay que imaginarse más exactamente 
el cuadro topológico correspondiente a una variedad crítica W,C M”, 
Un e-entorno bastante pequeño de la variedad Wy designada por 
U (W,), es difeomorfo а un espacio fibrado normal (véase [1]. р. 11, 
$ 7) sobre 


Uw) 2 и, 


con una fibra, el disco D”"*% (де radio e). En cada fibra, del plano 
normal Az“? respecto a cualquier punto zG Wy, la forma cuadrá- 
tica d?j tiene un subespacio positivo А; de dimensión a y negativo 
В; de dimensión b, dondo b =, y a +b = n — ay. Tenemos 
descomposiciones de un espacio fibrado normal respecto a W; en la 
suma directa 


Ry" =R} Rz, b=ħ;—dim R3. 

A la unión de los dominios de radio e alrededor del coro, еп cada 
fibra de un espacio fibrado con fibra Rz, la designemos por U- (W)), 
у еп un espacio fibrado con fibra Rè, por 7+ (W;). Tenemos una 
inmersión (encaje) natural 

U-(W) =U*(W)JciM". 
La restricción de la función / en U- (W,) tiene el máximo en mi: 
W,<= U- (W;) sumergida como una sección nula (0 en cada fibra Rz 
En forma completamente análoga al teorema del $ 15 de este capí- 
tulo se demuestra el siguiente lema. 

uma і. Para un pequeño $ > 0, una variedad Maz+0 se contrae 


а un complejo Мьу-$ U- (W), suponiendo дие еп los niveles 
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la; — 5, ay + $] no haya otros puntos críticos salvo М. La pegadura 
se realiza por la aplicación y : ôU- (№) Мау. 

La demostración del lema repite el razonamiento del $ 15. En 
vez de pegar una célula о*уеп un punto crítico no degenerado aislado ту. 
de índice Ay, aquí se pega toda una variedad U- (W,) que representa, 
por definición, una familia a, — paramétrica (el parámetro es un 
punto de У) de las células o?!, donde A, es un índice de la variedad: 
crítica Wy. El lema 1 del $ 15 sobre la posibilidad de la roducción, 
exacta (localmente) de la función f a una forma cuadrática no es 
importante para los resultados del $ 15. Es más importanto el hecho 
que, en virtud de la regularidad de la forma d'f, la topología de las. 
superficies de nivel de la función f cerca del punto crítico se define 
por la forma dif, lo que es evidente. En el caso dado la no degenera- 
ción дө la forma d*f en todos los planos normales respecto а Wy ase- 
gura todas las propiedades topológicas de los niveles de la función: 
en el dominio U (W;) de una manera completamente análoga. 

La frontera 3U- (Г) se representa como un espacio fibrado com 
fibra-esfora 52071, Esto es una familia de fronteras de células 0%, 
que depende de un parámetro que pasa por todos los puntos de Wy. 
Los espacios fibrados [7— у ôU- con las fibras DM y Si”! puedon» 
sor no triviales. Si la base de Wes simplemente conexa, estos espa- 
cios fibrados son orientablos (y Ja misma W; es orientable, por ser 
simplemente conexa). Precisamente esto será utilizado en la demos- 
tración del punto b). 

observación. Do hecho es posible on la formulación del teorema 
cambiar la condición del punto b) por la condición de orientabilidad' 
de W; y U- (П). 

Demostremos la siguiente afirmación, 

Lema 2. Sea U- (W)) un espacio fibrado con fibra Р%) y base Wj. 
Para las homologías relativas (U-. 00-) tienen lugar las igualdades 


н'*° (U-, 07 = Н (Wp), 
Haza NU, 907) = На (И). 


(2). 


Si U- у W, son orientables, la igualdad (2) se cumple también 
para G=R, 2. 
DEMOSTRACION. Tenemos los siguientes homomorfismos de la 
dualidad de Poincaré (véase el $ 18): 
1) Du: Н (0-) = Ha4a,-0 (U7, 0U-) (véase ol problema 4). 


2) Dw : Н, (И) = НТ“ (ИУ) (véaso el teorema 18.1) (la dimen- 
sión де W, es «у, la dimensión de U- es aj+ А). Consideremos: 
Ја superposición DyDw. Obtenemos el isomorfismo: 


DeD yy : Ha (W) е Ну (U~, 90) 
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El loma queda demostrado, teniendo en cuenta е] isomorfismo 
Н, (U-) гє Н.И). 

Del teorema 4 del $5 obtenemos («teorema de factorización» о de 
асогіе»): 


н, Maj-s Y0, Maja) =H, (U~, 905). 


Puesto que А, (Majte, Maj-s)= Н. (U~, дИ-), obtenemos de los 
lemas también la demostración del teorema. 

EJEMPLO 4. Sea dada una superficie de la torsión M? en R° alre- 
.dedor del eje z, y sea / una función de altura (coordenada z en M?). 
Las variedades críticas W; son circunferencias St, donde a, = 1. El 
¡número Ay es ora O (mínimo local), ora í (máximo local). Pueden ser 
tales puntos críticos aislados (mínimos o máximos locales), si se 
encuentran en el mismo eje z. 

EJEMPLO 2. Cousideremos espacios fibrados cuya baso es la esfera 
S" de forma (véase [1l, р. 11, $ 24): 


1) SO(n+1) 2 5" (fibra SO (m)); 
2) U(n) 2 58#—\ (fibra U(n—1))% 


3) Sp(n) Æ S™-' (fibra Sp(n—1)). 
Tomemos la función g (х) con un mínimo х, y un máximo z, en 
las esferas S", 52"—1, 5-1, Еп Jos espacios fibrados 1), 2), 3) surge 


da función 
f (=)= g (р (2). 

Tendromos dos variedades críticas para f de forma Wọ = р" (zo) 

y W, = р" (ту), de Índices dh = n (д 2n — 1, 4n — 1, respectiva- 

mente) y Ay = 0 (máximo). Del teorema 1 obtenemos: 


by (SO (n+ 1)) <), (SO (n)) + b; (S0 (п)); 
50 (п) Sisa (U (n—1)) + b; (U (п—1)); @) 
dy (5р (п))<&5у-а»-а› (Sp (п—1)) +b; (Sp (n—1)). 


Vorificar que aquí todo es orientable (véanse las observaciones para 
la demostración del teorema, más arriba), y que las desigualdades (3) 
son utilizables no sólo para G = Z, sino que también para G = 
PropLema 1. Demostrar, que las desigualdades (3) son igualdades 
рага j < п para SO (n + 1), 3 < 2л — 1 para U (n) y j <4n—1 
para {5р (л). 

Do los resultados más exactos del $ 7 se deduce que para U y Sp 
las desigualdades (3) son igualdades para todos los j. Un probleme 
más difícil: Јаз desigualdades (3) son igualdades para SO con G = Z, 
(siempre) y con G = R (para п impares). 
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EJEMPLO з. Consideremos un espacio homogéneo de Riemann М" 
соп un grupo de movimiento D, donde М" = D/H, y Н es un sub- 
grupo estacionario del punto zp € М", Н=џ = го. 

Examinomos la función f (z) = p° (2, хо), donde р (т, z) es la 
distancia de Riemann del punto т al punto zp. Es evidente que la 
función j (2) es invariante respecto al grupo H: f (Hs) = f (2). 

prosLesa 2. Estudiar las variedades críticas de la función f (z) == 
= p? (х, 1) para М" = SO (л) o U (п), Sp (п). Aquí el grapo D 
= 50 (n)-SO (п) para una métrica invariante bilateral p. 


D: х 165% (Eu 8) ED- 


La función f (2) es invarianto respocto a las transformaciones del 
subgrupo Н = SO (n) = (g, g) =D, уа que con г, = 1 tenemos 
82o g-! = zy. Do manera que la función р? (z. 1) = f (2) es invariante 
respecto a los automorfismos interiores f (grg”*) == f (г). 

EJEMPLO 4. Sean Qun grupo de Lie y T : Q— GL (n, R) su ropre- 
sentación matricial. El carácter tiene la forma f(z) = ҳр (£) = 
= Sp (Tz), z €Q. 

El carácter ут (z) = f (z) da otro ejemplo do función invariante 
respecto a los automorfismos interiores f (grg?) <= f (2). 

prosLema 3. Estudiar las variedados críticas de la función / (2) 
para О = SO (л) o U (п), Sp (л) y sus representaciones irroducibles. 
Considerar los casos 0 = SO (3), SO (4), SU (3). Para el grupo 
50 (2) todas las representaciones irreduciblos reales no triviales 
son bidimensionales y tienen la forma 


соз (пф), sen (пф) 
Ta (=| —son (ng), соз (п) | 
Ín (Ф) = Хт (Фф) = 2 соз (тр). 


Considerando los problemas de los ejemplos 3 y 4, es útil, com- 
prender en principio, qué órbitas tiene el grupo de automorfismos 
interiores para SO (n), U (n), SU (п). Para los grupos SU (2) = 
= Sp (1) y el grupo SO (3), el asunto os simple. 

PROBLEMA & Demostrar que todas las órbitas del grupo de suto- 
morfismos interiores son 5°, salvo el centro (el centro es igual а 1 para 
$0 (3) e igual a (1, —4) para SU (2) = Sp (1)). La órbita del punto 
centra) es да un punto. 

Para el grupo U (n) puede ser diagonalizada cada matriz A Є 
€ U (п) mediante un automorfismo interior А —> еА 71 para g € U (л). 
Para las matrices diagonales todo depende, evidentemente, del número 
de distintos valores propios coincidentes. 

Sea descompuesta la matriz en bloques de forma donde 2¿= 
=ехр (2ліф;) y hy se encuentra 1, veces, 1,4 ...--1, =n. 
15-00026 
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PROBLEMA 5. Demostrar que la órbita gAg~* de la matriz A de 
forma (4) es así: U (n)/U (1) X -.. X U (ln) 

Obtenemos la órbita de la posición general, cuando todos los 
números propios son distintos 2, £427 ... 5 а. En este caso 
U (1) =U(1)=8!, y la órbita es de forma 


Оп) (1) x -< x (U 1) =U (пу/Т^. 


De manera que en estos ejemplos lencmos funciones conla simetri» 
continua, el grupo Q de transformaciones M”— ДЇ", que deja la 
función j invariable: f (gz) = / (z). Distintas órbitas del grupo son 


no difeomorfas entre sí, рог eso el espacio cociente M > M/Q no w 
una variedad. Aunque la función / (2) se obtenga como f (т) = q (px) 
do alguna función q еп M/Q, no es posible utilizar las desigualdades 
de tipo de Morso en M/Q, ya que oste espacio no es una variedad, 

EsemPLO 5. Una clase interesante de los ejemplos de este género. 
con el grupo discreto Q, Ja obtenemos de los llamados grupos cristalo- 
gráficos (убаво [4], р. 1. $ 20). Sea К cierto subgrupo discreto de una 
parte conexa del grupo de movimientos Gn de un espacio euclídeo R" 
(grupo cristalográfico para n = 3). Según el teorema conocido 
(véase [1], p. І, $20), en el grupo К hay un divisor normal N de índice 
fínito, compuesto de translaciones. El grupo Gn es un producto 
semidirecto de SO (n) por R", además, las translaciones R"= бу 
son un divisor normal, y 50 (л) = Gn/A” (véase 11], p. 1, $ 4). Un 
subgrupo discreto X= Ga y su divisor normal №с R”, donde N = 
= K fR”, definen un grupo cociente finito Da = K/N, que repre- 
senta todas las torsiones en torno a distintos puntos de R”, existentes 
en К. Tenemos una variedad compacta, el toro 7* == Я" /N (Nes 
un grupo abeliano libre, de rango л). y la acción de un grupo finito 
Ру en el toro Т": g (z) == gzg” (mod N) para g € K- 
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A cualquier función } ел R”, invariante respecto al grupo cris- 
talográfico Кс Gn, le corresponde (la misma) función, considerada 
en el toro Т" = R” /N, designada por f (y), y € T”. Con esto, la 
función f (y) en el toro 7” es invariante respecto a las transformacio- 
nes del grupo finito Dz. Llegamos al siguiente problema: se tienen um 
espacio de Riemann compacto М", un grupo finito de movimientos: 
D : М" > М" y una función de Morse f (х) en M”, invariante res- 
pecto al grupo D. ¿Cómo es posible precisar las desigualdades de 
Morse para la situación dada? 

Lema з. Sea Wac M” una subvariedad еп М" compuesta de un 
componente conexo entero de conjunto de todos los puntos inmóviles del” 
elemento d € D, 4 5% 1. Restringimos la función f en W 4. Si el punto 
to E Wa es crítico para f en Wa, entonces el mismo punto es crítico 
también para | en todo М". 

DEMOSTRACION. Consideremos & (z) = grad f (z) como un vector 
en M”, utilizando la métrica. De la invariación do la métrica res- 
pecto a los movimientos del grupo D, se deduce que la transforma- 
ción dE D pasa el vector E (z) = grad f (z) al vector grad j (dx): 
E (2) > Қал). Six € Wa. entonces = = dz. Descomponemos el vector 

(х) еп la suma E, -+ E, = £, donde E, es tangente a W y E, es 
normal а Wa. Es cvidente que d: E,» E,. Por el contrario, d (Ey) 7+ 
+ En si E, 95 0. De otro modo, la variedad Wa no agotaría todo el 
componente del conjunto de puntos inmóviles del elemento d € D, 
ella se dilataría en dirección dol vector Es. Por озо el vector E (х) = 
= E, (2) = grad / (2) es tangente a Wg. El lema queda demostrado, 

La precisión do las desigualdades de Morse al examinar la variedad! 
concreta (M”, D) y la función /, exige conocimientos de las 
variedades inmóviles de los elementos d € D, de las interrelaciones. 
de estas variedades para distintos d y de un homomorfismo de inmer- 
sión de sus homologías ер Л". En particular, si xy es un punto inmó- 
УЙ aislado del elemento d € D, entonces el punto ту es un punto 
crítico de la función у (z) en M”. 

Examinando un elemento d € D, d 52 1, tenemos una variedad 
inmóvil Иа. En virtud de las desigualdades de Morse para Was. 
tenemos para fwa = Ја: 


У Ow) taWa) 


Notemos que los índices del punto crítico en W4 y en Mn pueden no 
coincidir. Hasta un grupo cíclico D de orden т con una generatriz d, 
las desigualdades de Morse pueden ser mejoradas, si sej conocen las 
inmersiones (encajes) 


Уа Иа c... с М". =i. 


Un ejemplo singular obtendremos en el caso en` que D = У, y la 
variedad inmóvil W4 del elemento ds% 1 tiene dimensión л—% 


ise 
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y divido la variedad M” en dos partes difeomorfas, M” = Af, U M, 
donde 611, = ӘМ, = Wa. La acción del elemento d es la siguiente; 


d: M, > Mn 
4 М, M, dloM,=d/0M, 


1. 
Consideremos la sucesión exacta del par (M, W): 
E Hoa (M, W) LH) > Ha (M) 5 Ha (Ma W) + 
Definimos los números 
Б, (Mas W) = br (Mi) + rango (Ha (Mi, И) Лаа fa) 


propLema в. Demostrar que el número de los puntos críticos de 
la función / de índice А en M, (incluyendo W) no es menor que 


Bn (Mi W). 


$ 21. Puntos críticos de las funcionales y topología 
del espacio de las curvas О М 


Una teoría natural análoga a la teoría de Morse y de Luster- 
nik — Shnirelman surge en las variedades suaves de dimensiór 
infinita Me, Por ejemplo, una de tales «variedades» es el ospacic 
de las curvas suaves a trozos О (M, р, q), que van del punto p al 
punto g en una variedad M de dimensión finita. Es posible examinar 
en la variedad Me una función F (y), donde y € M*. A tales fun- 
ciones se las llaman habitualmente funcionales. La noción de «punto 
crítico» y, para F (y) es natural, pero el «índice dol punto crítico» 
necosita de argumentación. 

Aquí no vamos a estudiar la teoría de variedades de dimensión 
infinita y nos limitamos a un espacio de curvas Q (р, q, М) dl 
punto p al punto 9. 

Sean: р, q € М, dos puntos dados: y: [0, 1]-> M, una curva 
(camino) suave a trozos, y (0) = p. ү (1) = q, o sea, hay una sub 
partición 0 = 1, < <... < ta = 1 del segmento [0, 1] tal, que 
Y (lto шы) (0 ¿< k — 1) os una aplicación suave, pero en total y 
es continuo. Al conjunto de tales curvas (caminos) lo designemos 
por Q (M, р, q). La suavidad a trozos (pero no la suavidad) de las 
trayectorias consideradas y (0. y(0) = р, v (1) = а resulta útil 
desde el punto de vista técnico para la demostración del teorema 
sobre la descomposición del espacio Q en suma de «células», por 
analogía con lo que sucede en un caso de dimensión finita. Con cada 
punto y € Q (M. р, а) relacionamos cierto espacio lineal de dimen 
sión infinita 7,0, al cual es posible naturalmente imaginarse como чї 
«espacio tangente» respecto a О еп el «punto y Є О.” 
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DErINICION і.  Demominaremos espacio tangente 7,0 respecto 
a Q en el punto y, al espacio lineal de todos los campos vectoriales 
suaves a trozos w a lo largo de la curva y, para los cuales р (0) = 0, 
e (1) = 0. 

Llamamos variación por parámetro и, —2< u< e, de la curva 
(camino) y, que deja los puntos р y q inmóviles, a una aplicación 


de un segmento &: (—e, +8) >» © (e > 0 es suficientemente pequeño) 
tal, que 2 (0) = y; hay una subpartición 0 = t < h <... < br = 


= 1, para la cual а (и, t) definido por la fórmula а (и, t) == % (u) (0), 
en сайа franja 1: < t< йа es una aplicación suave en M (véase 
ч fig. 96). 

Puesto que con cada u (—e< ие) fijado obtenemos una curva 


suave a trozos @ (и) (t), entonces & se puede considerar como una 


(ur) 
i 
б Ru) 
Fig. 96. Fig. 97. 


trayectoria en el espacio Q (véase la fig. 97). Por eso es posible exa- 
minar un vector de velocidad de la trayectoria & (и) en el punto 


т = 2 (0). Por definición, tomamos v = 2 (0, 1). El campo v = v (t) 
es un campo vectorial suave a trozos a lo largo de y (t) y, por consi- 
guiente (por definición del espacio tangente 7,2), perteneco а 7,9. 
Es fácil de verificar lo contrario: si es dado un campo arbitrario 
vE ТУО (о sea un campo v (£) a Jo largo de y (1), entonces siempre 
hay una trayectoria а (u) € Q tal, que Z a (0, 0) = v (1). En el 
cálculo de variaciones, el campo v(t) se designa habitualmente por ôy. 

Sea F (ү) una función con valores reales en О. Examinemos la 
curva y € © y el campo v = бу Є 7,0. Consideremos la derivada 


а Е (@ (и))| u= o» suponiendo que exista tal derivada. Еп los ejem- 


108 concretos de las funcionales F (y), соп los cuales vamos а tratar, 
será evidente la existencia de la derivada. Notemos, que la defini- 


ción de la derivada A F (2 (u)) dada más arriba es copiada exacta- 


mente de la definición de «dimensión finita» de Ja derivada en direc- 
ción de upa función suave en una variedad de dimensión finita. 
Siguiendo, esta analogía en adelante, definimos de la curva crítica 
(l camino crítico) para Ё (ү). Diremos que la curva ү, € Q es crítica 
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para Е (у), si Š F (2 (u)) | so = © para cualquier variación 2 (u) 
«de la curva yo (o la derivada variacional ГА es igual а сего). 


Ahora поз interesarán las funcionales completamente concretas 


«en Q. Esto es la acción de la curva (del camino): E(»=5 zF d 


4 
y la longitud de la curva (del camino): £ (ү) == | | 42. | at, ya estu- 
Н а 


diadas en el libro [1] (véase [1] р. І, cap. 5). Con esto, conside 
ramos, que ЛГ es una variedad de Riemann. Entre las funcionales L 
y Е oxiste la siguiento relación: L*< Е, al mismo tiempo, la igual- 


«dad se obtieno si, y sólo si, | y | = const, o sea si el parámetro ё 
(en y (£)) os proporcional a la longitud de arco (al parámetro natural). 
Ahora recordemos algunos datos sobre las derivadas variacionales 


de las funcionales £ (y) y E (ү). Sean & (и) una variación de Ja curva 
ү; р == о (0 = 9 (0, t) un campo vectorial бу de la variación 


а (u) (a lo largo de y (£)); y (£) es el vector de velocidad do la trayocto- 
ria y (t); a (t) =, (y) es el vector de aceleración de la trayectoria, 


Ay (t) = y (t+) — y (t). es decir, el salto del vector de velocidad 
еп el punto t. Es justo el siguiente teorema (fórmula de la primera 
variación) — véase (1), p. 1, $ 34. 

TEOREMA 1. Tiene lugar igualdad: 


А 
TT Еа O. O) | wA, a) dt, 
{ 


W 


donde a (t) es la derivada variacional de la funcional; E es una función 
suave 


En virtud de la suavidad a trozos de la curva y (t) tenemos: 
Ay (0 = 0 para todot salvo un número finito de valores de + (puntos 
de discontinuidad do la derivada). 

Como lo hemos notado anteriormente, do la fórmula de la primera 
variacion se deduce la siguiente afirmación. 

TEQREMA 2. y,€ Q es un punto crítico рага la funcional Е (y) st, 
y sólo si, y es una geodésica. 

En realidad, si yo (£) es una geodósica, entonces Ay (t) =0, a(t) =0 
o sea, -È Е (0. (ш)) umo=0. Al contrario: sea LE (a (u))l uno =0 


5 21. Topología del espacio de curvas 231 


para cualquier variación % (u) de la curva (del camino) yo (f). Consi- 
deremos un campo vectorial v (t) = g (£)-a (2) a lo largo de yo (2), 
donde la función g (t)>0, además g (t) = 0 sólo en tales puntos 


10610, Al, donde Ay (t) = 0. Así: 


0=4 Е (иаа — | (а(%), 2(0) g(t) de, 
è 


о sea, а (t) = 0 a lo largo de yo (1). Puesto que a (1) =Y; (Yo) 
esto significa que cada segmento suave de la trayectoria yo (t) es una 


geodésica. Ahora escogemos 2 (u) de tal manera, que о (ti) = 
= A; (t); entonces 


= EL Eine =— Y) (At), А5000), 


“р 


es decir, Aj (€) = 0 para todo ¿, y por eso yo (t) es una trayectoria 
suave (no tiene puntos de fractura). El teorema queda demostrado. 


ott) 


УМ ш) 


Fig. 98. 


n9 


Ahora recordemos la fórmula de la segunda variación (véase [1], 
36) para la funcional Æ. Sean vı, 04 Є 7,0 dos campos vecto- 


Consideremos una variación biparamétrica о: U X 10, 1]—> M, 
donde U(u, из) es un entorno abierto del punto (0, 0) Є R? (и, и); 
1610, 1; ®(0, 0, 0 =y; 2 (0, 0.) = (0; 45. 0, 0,9 = 
= v, (t). Es fácil verificar, que para cualquier раг de campos фу, 
о, € TQ existe tal variación (véase la fig. 98). 

Llamamos hessiano de la funcional Æ on un punto crítico yo (t) € 
EQ a la expresión de forma: 


o py PEG (ur шд} 
PE (Po 5) фа ог POR 
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Aquí & (и, us) (t) = æ (и, иу, 2). Es justa la siguiente fórmula de la 
segunda variación de la funcional Æ (véase [1]. р. 1, $ 36). 
TEOREMA з. Sean: yo € Q, una geodésica (es decir, un punto crítico 


para Е (4). y & (ш. из). una variación biparamétrica de la curva 
(de camino) үу; vı = 32-0. 0). i = 1, 2. Entonces 


+ o o= 2 Фо, (4), А (V; v ED — 


— | 60. Vy, Va vi (+R Go 2) 10 dt, 
y 


donde А(У; v, (0) = V; vs (0) —V, vs (t7) es un salto de la derivada 
y, ©: (0 en uno de sus puntos de discontinuidad; R es tensor de cur- 


vatura. 

Fue mostrado más arriba que las geodésicas po (£) no tienen puntos 
de fractura, y por eso es posible limitarse a las variaciones œ, para 
las cuales v, (t) y va (#) no tienen puntos de fractura. Entonces: 


© f 
+ O, 0)=— { War V; V Pi R б, рд) W) dl. 


Recordemos que el campo vectorial v (t) a lo largo de la geodési- 
ca yo so llama de Jacobi, si satisface la ecuación diferencial de 


Jacobi: (Y; Yo -+ R (уо, v) Yo = O (véase [1], p. I, $36). Es conve- 
niente өвст ir esta ecuación en coordenadas en la siguiente base: 
escojamos a lo largo de yy (t) n campos vectoriales que son ortonor- 


males (рага cada 2) y paralelos а lo largo de yo: е, (t), - + «5 ên (0 
(o sea, Y, е (2) = 0). Entonces, v(t) = v'e; (t), y obtendremos: 
ua 


w 
=.) RIH (90, donde R} (£) =R o, e) Yn ed- 
jmi 


De manera que el campo de Jacobi (como solución de este sistema 
se determina unívocamente por los siguientes datos i es: v (0), 
у. (v (0) € Ty, (0) (М"). Ahora recordemos Ја definición de los 


puntos conjugados a lo largo de la geodésica yo (1). Sea que para un 
par do puntos 4, В € yo (2) exista un campo de Jacobi по nulo v () 
а lo largo de ү, (£) tal, que v |, = v | в = 0 (es decir, el campo v (t) 
se anula en los puntos А y В). рос ов puntos A у В se llaman 
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conjugados a lo largo de la geodésica yo. A la dimensión del espacio 
lineal de todos estos campos de Jacobi (a lo largo de т) so la deno- 
mina multiplicidad de un par de puntos conjugados А y B € Yo. 
(а lo largo de то). 

Considoremos dE (ру, va); sea И”, сс Ty, 9 un subespacio lineal 
en Ту, О, compuesto de todos aquellos campos vectoriales v, tales, 
que ФЕ (кү, v) == 0 pora cualquier р, € ТО. A veces al subespacio 
Wy, se lo denomina subespacio nulo del hessiano ФЕ en el punto 
yo É О, o núcleo del hessiano d*E. Se Mama grado de degeneración 
del hessiano BE, el dim W, (en el punto crítico Yo € ©). 

TEOREMA 4. Sea yo una geodésica en M del punto р al punto q; 
entonces, v € Wy, (es decir. pertenece al núcleo del hessiano ФЕ) 
i, y sólo st, о ез ип сатро de Jacobi а lo largo de ч (еп particular, 
vlp=v|¿=0). 

De maneta que el núcleo Wy, del hessiano dE es distinto de cero sl, 
y sólo si. los extremos p y q de la geodésica yo son conjugados а lo largo: 
de y. La dimensión del núcleo Wyo (o sea, еї grado de degeneración del 
hessiano dE) es igual a la multiplicidad de los puntos p y q a lo largo 


Yo 

DEMOSTRACION. Sea v un campo de Jacobi а lo largo de yo tal, 
que v |p =v |g = 0. Entonces, vE 7,2. Puesto que yo es una 
trayectoria suave, entonces А (у. v (1) = 0 (no hay fracturas). 
Como v (0) es un campo de Jacobi, entoncos (y; )? v () + R (vor 
vivo = 0 y, por consiguiente, de la fórmula de la segunda variación 
de la funcional E, obtenemos: 

1 
BEY, 9 = У 060. 0+ | 00. 0 0. 


т] è 


Así, v € Wy, (al núcleo de 02). Por el contrario: sea v € Wy,. Es 
necesario demostrar, que v (t) es un campo de Jacobi a lo largo de- 
Yo (t). Ya que el campo v (t) es suave a trozos, entonces es posible 
partir el segmento [0, 1] modiante un número finito de puntos 0 = 
= tp < t <... < ta = 1 en los intervalos (у. 4), en los cuales 
el campo о (1) es suave. Como antes construimos una función suave 
{ (9 en 10, 1] igual a cero en los puntos feo 0< i< k} y positiva em 
los restantes puntos. Consideremos el campo q = f (ух)? + 

+ R (Yo ь) Yo). Sustituyéndolo en ФЕ, obtenemos: 


» 
+ 00. 0)=BE v, = 


А 
=— У AO, 00 | КУ UHN (do. v) ай =0ь 
Т а į 
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‘Como q (ti) =0, O< i< k, entonces el primer sumando es igual 
a cero, y еп vista de que f (t) > 0 рага t+ t OK i< k, entonces 
Чу) + R (Yo Dio = 0 en cada intervalo [ti x, til. De manera q v 


ез ùn campo de Jacobi a lo largo de cada intervalo [tis til. 
mostremos que v es un campo do Jacobi a lo largo de toda la ла 
toria yy. Para eso es suficiente demostrar, que; (р) по tiene pun- 


tos de discontinuidad en el segmento {0, 1]. Realmente, suponga- 
mos lo contrario: sean А (V; v)u =V; v (41) —9 „р (ti), saltos оп 


los puntos t: entonces, es posible considerar un campo vectorial 
g (0) a lo largo de y, (0 tal, que g (ti) = A (У; v)u- Entonces 
ана 
r-i ‚ х5 
HE. д = Ў 1А (у, ц | (к. (V; PUER Qu 0) о 010 
è 


en virtud de que v € Kor (dE). El segundo sumando en esta suma es 
igual a cero (véase más arriba) y por eso E |А (ор) |° = 0, 
о sea, Ali, v)u = 0 para todo i. Asf, у;, v no tiene puntos de dis- 
„continui ‚ por consiguiente, v es un campo de Jacobi a lo largo 
de toda la trayectoria Yo. 

OBSERVACIÓN. Siempre es finita la dimensión del núcleo del he- 
ssiano d*E, puesto que ella es igual a un número de los campos de 
Jacobi linealmente independientes a lo largo de yo (que se anulan 
en los puntos p y @). 

Entre varias variaciones de las trayectorias ү, se destaca una 
«clase de las llamadas variaciones geodésicas. o sea, de tales aplica- 
„ciones suaves a: (—e, + e) X [0, 1]— Af, con las cuales æ (0, t) = 


= y (t) y cada trayectoria @ (и) (recordemos, que 5 (u) (t) = 
== 0 (и, t)) es una geodésica (o sea, en el proceso de perturbación de 
la geodésica y las trayectorias perturbadas quedan geodésicas, como 
antes). Examinemos el «vector de velocidad» de tales trayectorias @ 
en el espacio Q, es decir, un campo vectorial 2 a lo largo de Yo 
Afitmamos que esto es uu campo de Jacobi a lo largo de yọ. 
Realmente, 3 que todas las trayectorias &(u) son geodésicas, 


«entonces У да e (9 )=% por consiguiente, es igual а сего la si 


«guiente вена: 


да да да да до. 
MAA (+ Dv (vee (ón )у+к ккк 
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Como Vaa (т) Vas (22) , entonces 
Va Dr (A 5) 0. 


о sea, el campo 2% ез de Jacobi. 

Es justa la afirmación contraria: se puede obtener cualquier cam- 
po de Jacobi а lo largo de la geodésica y, con ayuda de cierta varia- 
ción geodésica. En efecto, supongamos, en principio, que la geodé- 
sica yy une dos puntos bastante cercanos р” y g' que so encuentran en 
ùn disco D”c M” de radio suficientemente pequeño e > 0. Enton- 
ces es posible considerar, que cualquier par de puntos œ, В € 2" se 
une con la única geodésica contenida en el dominio 2", Al principio 
demostremos la existencia de un campo de Jacobi a lo largo do vo 
E р' y 7), que tiene en los puntos p' y q” valores dados arbitrarios 

véase la fig. 99). Examinemos en los puntos p’ y 4 los vectores 
tangentes arbitrarios a y b respecto a M y vamos a construir un campo 
de Jacobi a lo largo de y, con los datos iniciales; a en el punto р’ y b 
en el punto g’. Por el punto р’ trazamos una curva suave a (и) tal, 


que шт = а; análogamente, por el punto g’ trazamos una trayecto- 


ria b (u) tal, que 42099 = b. La familia buscada de las geodésicas 


la obtendremos uniendo por geodósicas Jos puntos а (и) y b (и) 
(ésta georésica es única). Reemplazando и, obtenemos una perturba- 


Fig. 99 Fig. 100. 


ción buscada de la geodésica ү, del punto p' al punto y' con valores 
iniciales dados a y b (véase la fig. 100). El campo de Jacobi buscado 
a lo largo de y, desde p’ hasta д se obtiene mediante la diferencia- 
ción respecto al parámetro и de la variación geodésica arriba construi- 
da. Puesto que el campo de Jacobi se define unívocamente por sus 
valores en los puntos р’ y q', entonces os posible obtener de manera 
indicada cualquier campo de Jacobi a lo largo de yo desde el punto р" 
hasta el punto q”. Notemos que el espacio lineal do todos los campos 
de Jacobi а lo largo de үө. desde р’ hasta g', es isomorfo a un espacio 
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linea) (2n)-dimensional: Tp (M°) X Tẹ (M”). En general eviden 
temente, es justa la afirmación más amplia: un campo de Jacobi 
a lo largo de ү, desde el punto p hasta el punto д (donde p y q по son 
necesariamente cercanos) es definido unívocamente por dos valores 
suyos en dos puntos no conjugados (а lo largo de yo). 

Ahora demostramos la existencia de una variación geodésica, 
que engendra un campo de Jacobi dado v ya en toda la geodésica Yo 
desde p hasta q. Consideremos para esto un par de puntos р’, д € Yor 
que se encuentran dentro de una esfera bastante pequeña D”, y de- 
mos en los puntos p’ y g' los siguientes vectores: а = v | p, b = 
= v | у. Luego, construyamos una variación geodésica que engendra 
un campo de Jacobi v a lo largo de y, desde el punto р’ hasta el 
punto q” (véase la construcción más arriba), y prolonguemos la fami- 
lia construida de las geodésicas fuera de los límites del disco D”, lo 
gue da la variación geodésica buscada ya a lo largo de toda la geo- 

lésica Yo» 

Estudiamos la relación entre los puntos conjugados a lo largo de 
Yo y las propiedades del hessiano d'E. Recordemos, que el índice А 
dol hessiano d'E es una dimensión máxima de los subespacios en 
Ту, en los cuales Ја forma d'E es definida negativamente. Tiene 
lugar la siguiento afirmación importante. 

TEOREMA 5. El índice de una forma cuadrática ФЕ en un punto 
crítico yy € Q es igual al número de los puntos en la geodésica Yo (t), 
0< t< 1, conjugados а lo largo de yo (t) a un punto inicial р = yo (0) 
(cada punto yy (t) conjugado con yo (0) = p, es tenido en cuenta tantas 
veces, como sea el número de su multiplicidad). El índice № = № (yo) es 
finito siempre. 

onservación. Si los puntos р у g no son conjugados a lo largo de Yo, 
entonces es posible examinar toda la trayectoria у, (2), OS 2 1. 
En este caso Ker (d'E) = 0 y yo € Q es un punto crítico no degenerado 
de índice A. 

En particular, se deduce dol teorema que cada segmento de la 
goodésica yy contiene sólo un número finito de puntos conjugados 
con el punto р = Ye (0). 

Antes de pasar a la demostración formal del teorema, demos una 
explicación clara que muestra que los puntos conjugados definen 


tales variaciones & (u) en el espacio Q, que a lo largo de ellas se dismi- 
nuyo una parte cuadrática de la funcional Æ. Consideremos que en 
la variedad M está dada una métrica de Riemann definida positiva- 
mento y que Y es una conexión de Riemann concordada con esta 
métrica. 

Sea zo € yo un punto conjugado con p = yo (0) a lo largo de 
Yo (1). Entonces, a lo largo del segmento (р, xp] de la geodésica yo 
existe À (zp) campos de Jacobi (à (z,)> 1). que se anulan en los 
puntos p y ху. (Estos campos, sin duda, pueden anularse también en 
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ciertos puntos interiores del segmento [p, xpl.) Consideremos una 
variación geodésica 2 (u) del segmento [p, zp] en la dirección de 
algúm campo de Jacobi a lo largo de [p, т] que se anula en руху. 
Esto significa, que hay una «torsión» infinitamente pequeña de la 
geodósica [p, zol, que deja inmóviles los puntos р y Tọ (véase la 
fig. 101). 

Examinemos las geodésicas ® (u) (t), que definen esta variación 
geodósica, O< t< to. donde to corresponde al punto zo Є Yo. Enton- 
сез, es posible examinar la siguiento curva suave Ф (и) en el espacio 


ае * 200) 
7 
7 d (046%) (ье) T 
Fig. 101. Fig. 102, 
Hs 
с 7 
7 EMO, 
Fig. 103, Fig. 104. 


2: 5 (u) 0) = 2 (u) (0) соп OS t< los P (и) (0) = vo (1) con o 
<< 1 (véase la fig. 102). 

En virtud de la elección de Ф (и) se puede considerar, en la pri- 
mora aproximación, que la longitud de ү, desdo р hasta g es igual 
a la longitud de & (u (t) desde p hasta ту más la longitud de yy desde 
zo hasta q, o sea, so puedo considerar, que la funcional Æ no cambia 
con un desplazamiento bastante pequeño a lo largo do la trayoctoria 
Ф(и). 0<u< e. 

Puosto que el campo de Jacobi es definido completamente por 
sus datos iniciales, en el punto х, el ángulo entre los vectores de 
velocidades de Ја trayectoria yọ y la trayectoria 2 (и) (t) es distinto 
de cero (véase la fig. 103). 

Ahora construimos la nueva trayectoria ф (и) en el ospacio Q, 

ue sale del punto то а lo largo del cual una parto cuadrática de la 
funcional Æ decrecerá estrictamonte, o sea, el vector de velocidad 


$ (и) luo pertenecerá a un subespacio, donde está definido negati- 


vamente el hessiano d*£. La construcción de la variación № (u) se 
muestra en la fig. 104. 
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Ya que en un triángulo suficientemente pequeño zo y 2 se cum- 
ple una desigualdad estricta: la longitud de (zo. y) + la longitud de 
(жу, 2) > longitud de (z, y), entonces, la longitud de la trayectoria 


a (и) (t) (p = (pz) + (ту) + (yg)) estrictamente es menor de la 
longitud de «р (и) (t), o sea, la longitud de y (desde p hasta g). Aquí 
utilizamos, claro está, la definidad positiva de la métrica de Rie- 
mann. Así, cada campo de Jacobi en el segmento pro, que se anula 
en los puntos p y zp, da un aporte unitario en cl índice de hessiano 
ФЕ en el punto Yo- 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA Consideremos tal partición (bastante 
pequeña) del segmento 10, 1] mediante los puntos 0 = te < h < 
<... < ip = 1, para que cada segmento [yo (4,3), Yo (t1)) de la 
goodésica yo sea un segmento geodésico mínimo, que una los puntos 
Yo (01-1) Y Yo (tı) en una esfera bastante pequeña quo estos puntos 
los contieno. 

Sea Ty, (0) Ty, un subespacio vectorial en Ty, consistente 
en todos los campos vectoriales v (1) a lo largo de y, (2) con las siguien- 


v(e) 


Кш 


Qui 
Fig. 105. 


tes propiedades: a) el campo v (t) es de Jacobi a lo largo de yy en 
cada segmento [tii ti) 1< i< k; b) v (0) = 0, v (1) = 0 (véase 
la fig. 105). 

Con otras palabras, Ty, {fi} es un espacio de todos los campos 
quebrados de Jacobi a lo largo de Ја trayectoria yo (t) (los puntos de 
fractura son (£;)). Junto con un subespacio 7 ,, (t,] consideremos en 
ТО) otro espacio más, Q,, compuesto de todos los campos v (t), 
para los cuales v (t) = 0, 0< i< А 

LEMA. Un espacio tangente T,,Q se descompone en la suma directa 
de sus dos subconjuntos: Ту, = Fy, (t1) © Оу. al mismo tiempo los 
subconjuntos Ty, {ti} y Qy, son ortogonales respecto а un producto ез 
calar, que se da en Т, por el hessiano ФЕ (o sea, @E (ру, va) = 0, 
si v, E Ty, {ti}, Va € Ом). Luego, está definida positivamento la 
restricción del hessiano Е en el subespacio Оу, es decir, el índice dé 
ФЕ en 7,,Q ез igual al índice de PE en Ty, {ti}. Puesto que Ty, {ti} 
es un espacio lineal de dimensión finita, el índice del hessiano ФЕ es 
siempre finito. 

DEMOSTRACIÓN. Sea vE 7, consideremos los vectores р (21), 
15 i< k; entonces hay, y es único, un campo de Jacobi quebrado v 
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tal, que v (t) = v (ti), 1< i< k; por consiguiente, (v — 0") (ti) = 
= 0, o sea, v” =v — v = Qy. Así, para cualquier vE Ty, hay, 
y es única, una descomposición de forma v= ь' + 0", donde 
DIE Ту, {ti}, YV” E Qy. Así Ty, se descompone en la suma directa de dos 
subespacios: Ty, {и} у Qx,- Demostremos la ortogonalidad de 105. 
mismos. Tenemos de la fórmula de la segunda variación: 


А 
ФЕ, >= — (o, Aw D | (0, 0) 0, 
Ф 5 


lo que se quería demostrar. 

“Ahora demostrernos, que la restricción de d'E en Q,, es una forma 
definida positivamente, o sea, dE (v, v) z> 0, si v € Oy, con esto la. 
igualdad a cero tieno lugar si, y sólo si, v = 0. Consideremos la 


variación & (и) de la curva yy, que engendra el campo v € О. Como: 
ut) 


20) 
Fig. 106. 


el campo v (t) se anula en los puntos ti, 1< ¿< К, entonces, eviden- 


temente se puede considerar, que & (u) (ti) == 0 para cualquier u, 
1< i< k (véase la fig. 106). 

Puesto quo cada segmento do la geodésica ү, desde el punto: 
Yo (и 4) hasta el punto yo (5) (1< ¿< А) es mínimo, entonces para eb 


correspondiente segmento de la curva 2 (и) (t) desde el valor М 
hasta el valor ż se cumple la desigualdad: Еи (2 (и) (9)> 
>El, (т (0); por consiguiente: Е (2 (ш) (0)2> E (vo (0) = 
= E (% (0) (0). Ya que es posible interpretar el valor de PE (v, vj 
como la segunda derivada de E (2 (и) (£)) en el punto u = 0, enton- 


+0) € Op, para cualquier а real, entonces tenemos: @®Е (ag” + ve 
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ap” + 1)>0, o sea, «Е (p°. q”) + BE (р, v) + 200 (Ф, v) = 
= о®@Е Q". q") + 200Е (ф", о) 2> 0, о sea en virtud de la arbi- 
trariedad de z obtenemos: PE (р, v) = 0. Así, ФЕ (q, v) == 0 con 
cualquier q € Ty, es decir, v Є Ker(d*E). Al mismo tiempo 
Ker (d*E) consta sólo de los campos de Jacobi, у como el subconjun- 
to Qy, contiene sólo un campo de Jacobi nulo, entonces obtenemos 
definitivamente d? E (v, v) > 0 on Qy,. El lema queda demostrado. 

El lema demostrado permite limitarso, al calcular el índice de 
«BE а lo largo de yo, sólo а los campos de Jacobi quebrados, corres- 
pondientes a una partición bastante pequeña (t¿) del segmento (0, 1]. 


Variacion de (и) 
(¿22 E f S 


7 o ta 
Fig. 107. Fig. 108, 


Consideremos una geodésica yo (£) en un intervalo desde O hasta to 
donde 0< t,< 1. Dosignemos por A (f) al índice del hessiano PE 
a lo largo del segmento de la geodésica 10, 1,1. Es claro que A (tọ) es 
una función monótona, o sea, A (2,) < А (t), si ty < 5. Esto se dedu- 
се dol hocho que cualquier campo de Jacobi en (0, to] se anula өп el 
punto t = О y en el punto ё = œ, donde a< to, y por eso cada uno 
de estos campos so prolongan hasta un campo de Jacobi a lo largo 
del segmento [0, til, si lo suponemos igual a cero en el segmento 
do, t] (véase la fig. 107). Luego, puesto que la geodésica yo (f) es 
mínima localmente, de aquí se deduce, que A (to) == 0 para tọ sufi- 
cientemente pequeños. Si ty no es un punto conjugado en Yo (t), 
«entonces la función А (£) es localmente constante en un entorno bastan- 
te pequeño de fọ, ya que el conjunto de los puntos no conjugados 
a lo largo de yo (1) es un conjunto abierto. De manera que los saltos 
dela función А (9 pueden realizarse sólo en tales puntos б, conjuga- 
dos con el punto yo (0) == p. El carácter do este salto lo hemos estu- 
diado anteriormente. Esto salto es igual al número de campos de Jaco- 
bi. linealmente independientes que se anulan en los puntos yo (0) 
у Yo (fo) (o sea, a un Índice de un punto conjugado yo (tp). En гөађі- 


dad, cada uno de estos campos de Jacobi define la variación 2 (u) de 
la trayectoria yo (2) en el espacio О, a lo largo del cual el hessiano 
ФЕ está definido negativamente. Hemos mostrado anteriormente 
esto efecto: aquí solamente vamos a recordarlo (véase la fig. 108) 
De manera que pasando por cada punto conjugado to, añadimos a 1, 
función À (0) el Índice de este punto conjugado, por consiguiente, al 
llegar al punto q = yo (1) (que se supone no conjugado con р == yo (0)) 
obtenemos definitivamente que el valor de А (1) es exactament: 
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igual a la suma de los índices (o sea, de la multiplicidad) de todos 
los puntos conjugados con el punto р == т, (0) a lo largo de la geodó- 
sica Yo (2). 

Queda así demostrado el teorema sobre el índice de la funcional Е. 
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Ahora vamos a utilizar el teoroma demostrado en el $ 21 (sobre 
el índice) para estudiar la estructura topológica de un espacio de 
bucles Q (37), donde Д7" es una variedad suave compacta. Actuamos 
por analogía con Ja teoría de la dimensión finita, que permite por 
una función dada en una variedad de dimensión finita construir la 
partición celular de esta variedad. Ahora, en vez de una variedad 
do dimensión finita, tomemos una «variedad de dimensión infinita» 
Q (W) = 9 (М, p. q) de las curvas (caminos) suaves a trozos del 
punto p al punto q. 

Consíderomos una funcional de acción Æ (ү). donde y € QM; 
esta funcional será una «función de Morse», si todos sus puntos críticos 
(o sea, las geodésicas del punto p al punto g) son no degenerados. 
Como ya hemos aclarado, esto sucederá si, y sólo si, los puntos p y y 
no son conjugados entro sí (a 10 alrgo de cualquier geodésica que une 
ру 4). Luego, en cada punto crítico de yo € QM de la luncional Ё 
surge un número entero, el índice de este punto crítico, o sea, el 
índice de la geodésica y, (desde el punto p hasta el punto q). Por 
consiguiente, análogamente al caso de dimensión finita, es posible 
esperar que en cada punto crítico (es decir, en cada geodésica yo) 
«colgarás una célula de dimensión igual al Índice de este punto crítico 
(o sea, al índice de la geodésica yo). De manera que surge la partición 
celular del espacio ФЛ en células. cuyos número y dimensión son 
definidos por el número y los índices do las geodésicas, que unen los 
puntos p y q (si р y q no son conjugados). 

Puesto que consideremos variedades de Riemann W". ов posible 
determinar la distancia entre cualesquiera dos curvas Ye Y E QM” 


1 
dsa (O _ dsa (t) 


Av) max, p(y: (0, »@+(}( Y 2. 


donde s, (t). sa (t) son las longitudos de los arcos а lo largo de y, (t) 
Y Ya (t); р (z, y) es la distancia en M” entre los puntos z e y (en una 
métrica de Riemann dada). Consideremos para cada a > 0 un domi- 
nio Ос QM, o sea, el conjunto de todos los puntos y E€ QM, para los 
cuales E (y) < a. Resulta, que es posible aproximar cl conjunto 9% 
mediante una variedad suave de dimonsión finita (en cierto sentido 
exacto). 

Fijemos una partición del segmento 10, 1) mediante los puntos 
O= uK... < t = 1 y designemos рог О (10... ., tx) a un 
10-01126 


242 Cap. 2. Punios críticos y homologías 


subespacio en QM, consistente en todas las geodésicas suaves a tro- 
zos y que tienen puntos de fractura sólo para valores de los paráme- 
tros t iguales а lp бу... -+ tx. Connotamos соп 8% (fo, ty, + - -> бщ) 
а la intersección 2% (19 (to. .... 0); es decir, todas las líneas 
geodésicas a trozos a lo largo de las cuales E< a, son puntos de 
о (lo. + ta) 

remar Sea М" una variedad compacta y 0% (21. Entonces, 
para todas las particiones suficientemente pegueñas (to, ... ta) del 
segmento [0, 1], es posible dar al conjunto Q (to. - . ta) N (E < a) 
una estructura de variedad suave de dimensión Jinita. 

Demostnaciox. Sea ғ > 0 un número pequeño tal, que para cual- 
quier par de puntos con wna distancia entre sí no superior a e. hay 
una única geodésica que los une en una esfera de radio e. Escojamos 
la partición (tos + . -» fa) de tal manera. que para todo t: ti — ti, < 
< еа. Entonces cada geodésica y Є Q% (tw .... ta)es definida 
univocamente por un juego de К — 1 puntos: y (0), ++ e Y (к.а). 
La aplicación y— (y Ui). > +.» Y (а) establece un homeomor- 
dismo entre Q (tor - - «+ ta) N (E < а) y un subconjunto abierto del 
producto directo MX... X М (Е — 1) veces. El lema queda 
demostrado, 

Consideremos una función E”, que es la restricción de la funcio- 
nal Е del озрасїо Об en una variedad suave do dimensión finita 
Q (tos --- ta) N (E < a). 

Lema 2. La función Е' es una Junción suave de Morse en la variedad 
de dimensión finita Q (tọ, . - -» ta) N (E <a). Los puntos críticos 
de esta función son ezactamente puntos críticos de la funcional E en 
R (tor «+: ta) П(Е <a), o sea. las geodésicas (sin fracturas) que 
van de p a q y tienen una longitud menor que Уа. El índice de un punto 
critico de la función es exactamente igual a la geodésica correspondiente. 
Para cualquier b < а la variedad Q (to. .... ta) N (E< Б) es un 
retracto de deformación del conjunto Q? = (E< b). 
pemostración. Presentemos la deformación r: (EX b)— © (to, . - 
as 6) N (ES b). Sean y Є (E< b) y (to. -- :+ tx) una partición 
fijada. más arriba (bastante pequeña) de [0, 1]; consideremos los 
puntos y (fo), » . .» y (ta). y sea r (y) la única geodésica suave a trozos 
perteneciente a 0 (to: ..., fa) П (E< b), definida por los puntos 
Y (fo), - - »» y (tr). La construcción de una retracción de deformación 
buscada está mostrada en la fig. 109. Luego, de la fórmula а 
primera variación se deduce la afirmación de que Jos puntos сг 
de E' en О(%....› ta) N (E< Б) son exactamente las geodésicas 
(sin fracturas) que van de p a g. La coincidencia de los índices para 
E' y E ве doduce del carácter local de la definición del campo de 
Jacobi a lo largo de la geodésica: coinciden los espacios de los campos 
de Jacobi рага la función Æ’ y la funcional £. El lema queda de- 
mostrado. 
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De manera que obtenemos la siguiente afirmación. 

coronario. Sea М" una variedad compacta (además, en lugar de la 
compacidad se podría suponer sólo la complelitud de la variedad М"); 
р. q € М" es un par de puntos no conjugados a lo largo de ninguna lon- 
gitud geodésica que no sobrepasa Ya. Entonces el conjunto Q% = 
= (E< a) es homotópicamente equivalente а un complejo celular finito, 


00) 


Fig. 100 


en el cual cada célula de dimensión %. corresponde biunívocamente a una 
geodésica (cuya longitud que no sobrepasa Y а), de indice h. 
Tendiendo a А — co(hacia infinito), obtenemos, que todo el espacio 
О es homotópicamente equivalente a un complejo celular, en el 
cual cada célula corresponde biunívocamente а una geodésica de 
р а q. y la dimensión de la célula es igual al índice de esta goodó- 
sica. 
OBSERVACIÓN Aquí no vamos a examinar más formalmente el paso 
al límite a— оо, porque este examen өх introducir una noción 
topológica tal, como límite directo de Jos espacios dilatantes. 
Ahora examinamos el espacio Q* (M, p, g) de todas las curvas 
continuas еп la variedad M”, que van del punto р al punto g. Resulta 
que los espacios (2* ЛГ y QM son homotópicamente equivalentos 
y рог eso la partición celular de ОЛ/ engendra también la partici 
celular del espacio Q*3f. Consideremos una inmersión (oncaje) 
natural i: 2—> Q*, Suponemos que la topología en cl espace 
so introduce con ayuda de una métrica max р (ү (0). y, (0). 


o 
donde үү, Ya Є Q%, ур es una distancia en Ja variedad do Riemann М" 
(А veces a esta topología se la Лата topología compacto-abicrta). 
De la comparación do las topologías en È y Q* (véase más arriba) 
se deduce fácilmente, que la aplicación de la inmersión i es continua. 

Lema з. Los espacios Q у Q* son homotópicamente equivalentes. 

DEMOSTRACION — Construyamos en Q* una función continua 
g O< g (p< 1, tal, que de la desigualdad |ż— t |< 2g (y) se 
deduce que los puntos y (t) y y « están unidos рог Ја única goodé- 
sica minimal. Sea ў : M”— [0. 11 una función continna arbitraria 
en la variedad compacta M”, que toma valores de 0 а 1. Designemos 
por e, (r) (donde r Є [0, 1)) a un número máximo real tal. que cual- 
quier раг de puntos de f-? [0, г). con una distancia entro sí no mayor 
de e, (7), están unidos con una única geodésica minimal. Claro que 
con el crecimiento do r, ey (r) es una función monótona no creciente. 


10% 
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Consideremos una función e, (r) tal, que O< ез (r) < es (г). Supon- 
gamos е (y) = es (max fy (2); obtenemos una aplicación continua 
n 


e:Q*—R. Por construcción de la función е, tenemos, que cnal- 
quier par de puntos en una curva y= А", con una distancia entre sí no 
mayor de e (y), está unido con una geodésica minimal única. Con- 
sideremos una nueva función: 


(y, а) ==(®—1)в(ү)+ max p(y(t), v()); 
esa 


aquí 4: 9* x (0, 11—- А. La función т crece сп forma estricta mento 
monótona al cambiarse el argumento о; desde 0 hasta 1 y т (y, 0) < 
<0< т (ү, 1). Por consiguiente, para cada y Є 2% hay un único 
ао Є (0, 1) tal, que т (ү, с), = 0. Dofinilivamente, supongamos оо = 
=2g (y). Si a=|t—f |< == 2g (y). entonces т(ү, о) 
< v(p %)=0, о зев, х (y а) +(@— 1 e (9t max p 
A 
MO ү (@))< 0, es docir, p (y (0), ү CNS (1 — ође (ү) < e (ү), 
рог lo tanto, y (t) y y (() están unidos por una деойёзїса minimal 


Fig. 110, 


única (véase más arriba la definición de e (y). La construcción de la 
función g (y) ha concluido. Dofinamos la aplicación continua r : 9% 
> Q, haciendo: г (y), una curva univocamente definida tal, que r (y) 
coincide con y para valores del parámetro £ == 0, g (y), 28 (W)» + - 
+. k.g (y) y para aquí k = [1= 13mot/g (01 (parte entera); la 
trayectoria г (y) es una goodésica en cada intervalo [p-g (y), 
pt 1) g (91,0< p< А — 1. Al igual que más arriba, se verifica 


¡irectamento que las aplicaciones ir y ri son homotópicas a las apli- 
caciones idénticas (véase la fig. 110). El lema quedo demostrado. 

Así, ha sido demostrado definitivamonte el siguiente teorema, 

тЕОНЕМА і. Sea М" una variedad de Riemann compacta (o entera); 
sea р y а un par de puntos en М" no conjugados а lo largo de ninguna 
geodésica. Entonces, el espacio de las curvas continuas ©* (М", р, a) 
(que es equivalente homotópicamente al espacio Q (M”, р, q), tiene un 
tipo homotópico de un complejo celular numerable, en el cual а cada 
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geodésica del punto p al punto q con indice A le corresponde exactamente 
una célula de dimensión А. 

OBSERVACION. Si está fijada la geodósica yo, entonces surge una 
célula correspondiente а? (2 es índice de ү) como un conjunto do 
trayectorias que se obtienen de y, mediante perturbaciones de Y en 
dirección hacia todos los campos de Jacobi a lo largo de yọ (véase 
la fig. 144). 

Veamos algunas aplicaciones del teorema demostrado. Apli- 
quemos oste teorema al problema de cálculo de los grupos do las homo- 
logías (y cohomologías) con coeficientes enteros de un espacio de 
bucles QS”, donde 5" es una esfera n-dimensional. Introduzcamos 


Fig. 111. Indice A = 3. Esta guodósica yọ co- Fig. 112. 
responde а la célula tridimensional Oye 


en la esfera S” una métrica de Riemann estándar, y sean p y g dos 
puntos suficientemente cercanos en una esfera $5. Entonces es posible 
considerar. que р y q no están conjugados a lo largo de ninguna geo- 
désica еп 5" (por ejemplo. con el punto р está conjugado sólo nn 
punto en la esfera. el punto diametralmente opuesto —p). Entonces 
os puntos р y g están unidos con un número numerable de las geodé- 
sicas Yo» Var Yer +» -+ donde то ез un arco más corto de un círenlo 
máximo en el cual se hallan los puntos р y 9 (véase la fig. 142). 
Designemos a la circunferencia del círculo máximo por d; entonces 
їз =d E Yoi ya =d +d +y ту =d +d i d yo, cte. Claro 
que el índice 2. (ya) de la geodésica y, es igual a % (n — 1). Aquí 
hemos utilizado el hecho de que los puntos p y —p son conjugados 
con una multiplicidad n — 1: existen n — 1 variaciones geodésicas 
(giros) del arco del círculo máximo que uno los puntos p y —p. Se 
deduce del teorema anteriormente demostrado, que el subconjunto 
de bucles QS” tiene un tipo homotópico del complejo celular, quo 
posce en cada de las dimensiones 0, n — 1, 2 (и — 1), 3 (n — 1)... 
exactamente una célula (no hay células en otras dimensiones). De 
aquí podemos obtener la información sobro las homologías M, (05”; 2), 

Al principio supongamos que n > 2; entonces cada célula de 
las arriba indicadas {050-0}, А = 0, 4, 2, ... es un (co)ciclo (ya 
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que dos dimensiones vecinas no contienen células en absoluto), o sea, 
ки | Z. si р= (1—10), k=0, 4. 2, 3... 
098": Z)=1 0, para los restantes valores de p. 
En particular, Hp (QS"; Z) ах HP (05°; Z). Se hacen un poco más 
complicados los razonamientos para n — En este caso en cada di- 
mensión: 0, 1, 2, 3, 4,... hay exactamente una célula, por eso la 
trivialidad de un operador de frontera d: Cy — Cp, ya no зе deduce 
de Jas consideraciones anteriormente dadas. Vamos a estudiar con más 
dotalle la estructura del armazón tridimensional (Q)® de un espacio 
de bucles Q (5). Obtenomos de lo demostrado más arriba: ((25*)9 
= o° ot U oë U 0. Recordemos que de un espacio fibrado están- 


a 
dar Е — 5° (donde £ es un espacio de curvas en 5°, salientes de un 
punto fijado еп 52), se deduce la relación: л, (5%) = лу (9), 
¿> 1. Como se señala en el $ 21 de la parte El del libro (1), л, (8?) = 
= Z, osea, л (О) == Z. Luego (véase |1]. р. П. $22), л, (8?) = Z 
(o sea, л, (Q) = Z). Ya quo Н, (Q: Z) = {grupo conmutado л, (2)), 
entonces А, (О; 2) = 7. Consiguientemento, la frontera de la 
cólula с? ве contrae por St = 0° |) о! en un punto, es docir, el arma- 
zón bidimensional (Q)% es equivalente homotópicamente al ramo 
$1 \/ S° (véase $ 4). Puesto que n, (9) = Z. entonces una célula 
tridimensional o? al pegarse а 5! Y S? debe suprimir la acción del 
grupo fundamental лу ($!) en л, ($° Y Si) = 2, por consiguiente, 
(Q)® es equivalente homotópicamente al producto 51 X 5°. Puesto 
que las (co)homologías bidimensionales de QS? son definidas comple- 
tamento por un armazón tridimensional (О05%)®, entonces obtenemos, 
que Hs (052; Z) = Z y Н (О; 2) = 2. Designemos a las genora- 
trices de Jos grupos de cohomologías М (2; Z) y Н? (Q: 2) por 
a y b rospoctivamente (degía) = 1; deg(b) = 2). Claro que a? = 0 
on el anillo H* (Q; Z). 

Recordemos la dofinición del H-espacio. Un espacio topológico Y 
se denomina H-espacio, si está definida la operación de multiplica- 
ción p : Y х Y > Y, que tione una unidad «homotópica» (véase el $ 7). 
Examinemos las aplicaciones 


FE rert 
da CA 
у уху у. 
Aquí j, (у) == (y, Yo): ja (U) = (Wo: Y); Yo E Y es una «unidad homotó- 
pica». Las aplicaciones uj, son homotópicas a la aplicación idónti- 
ca Y > У. 
Recordemos también, que el espacio de bucles ОЛ/ es un H-ospa: 
cio. La aplicación р: ОМ х QW — ФАГ se da mediante el producte 
de las curvas (véase el $ 7) 


tg = y (f. g) 
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es decir, a dos bucles se les pone еп correspondencia un bucle, obteni- 
do mediante un paso sucesivo de ambos bucles. 

Según el teorema de Hopf (véase el $7), el álgebra de cohomolo- 
gías de cualquier H-espacio sobre el campo de los números racionales 
es isomoría al producto tensorial A (2, ...,2) O 1... -+ Yh 
donde A (х1, . - -, z4) es un álgebra exterior de las generatrices de 
dimensiones impares Zi, ..., 21; Q 1, . . . Yal es un álgebra de 
polinomios de las goneratrices de dimensiones pares у, . . .. у En 
particular, si el A-espacio es de dimensión finita, entonces su álgebra 
do cohomologías es isomorfa al álgebra Д (а... - 20). 

Puesto que el espacio © (S?) es un H-espacio, йозе Н* (9 (5%)) 


2 Л (21, ‚ ж) Q QlYy ---. Yal. Ya hemos presentado dos 
genoratrit жү = а (deg (a) == 1), y, = b (deg (b) = 2); por con- 
siguiente, todos los grados de b*, k == 1, 2, 3, . . ., son distintos de 


сего en el álgebra H* (Q (S°) у, do esta шапе (2 (S?)) contiene 
la siguiente subálgebra: A (а) ® Q [b]. Alirmamos, que esta 
subálgebra coincide completamente con el álgebra H* (Q (53). 
Realmente, la subálgebea A (а) Ф Q 10] contiene en cada dimensión 
ша generatriz aditiva: b? (en las dimensiones n tipo 24. q = 1, 2, 
_) о a-b1 (en las dimensiones do tipo 27 + 1, g = 0 
De otro lado, fue mostrado anteriormente que la нп celular dol 
espacio Q (S?) contiene exactamente una célula en cada dimensión; 
por eso los cociclos más arriba presentados agotan completamente el 
álgebra H* (Q (S°). De aquí en particular se deduce para las homo- 
logías con coeficientes enteros: H, (Q (S°); Z) = 2 para cualquier 
р = 0, 1, 2, 3, . . .. porquo todas las células o? son ciclos: 
La respuest: tiva es: 


1) IP (Q (5%); 2) = р Z,sip =k (n — 1), k= 0,1,2,3,... 
0 para los p restantes; 
2) Н" (Q (529); Q) = Q (0.5 
H* (О (S™); Q) = A (221) ® Q [inmal. 


También demostremos cómo la información sobro las homotopías 
y homologías de la variodad ЛГ permito formular opiniones completa- 
mente determinadas sobre la conducta (y existencia) de las geodési- 
cas sobre una variedad de Riemann M”, Por ejemplo, utilicemos la 
información arriba obtenida sobre las homologfas del espacio de 
bucles О (5%); n 

PROPOSICION 1. Sea M” una variedad de Riemann homotópicamente 
equivalente a una esfera 8", n> 2. Entonces, cualesquiera dos puntos p, 
q Є М" están unidos por un sinnúmero de geodésicas. 

Esta proposición se deduce inmediatamente del teorema arriba 
demostrado sobre la estructura del espacio de bucles QM” y de la 
información sobre las homologías de este espacio. 
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onservación. Las geodésicas, cuya existencia es establecida en el 
presente teorema, son distintos puntos del espacio funcional ОЛ", 
pero geométricamente (después de su realización en forma de curvas 
suaves en A") algunas de ellas pueden coincidir (véase, por ejemplo, 
las geodésicas en la esfera 5“). Hablando en general, el problema 
sobre la obtención del número de geodésicas geométricamente distin- 
tas exige un examen complementario. 

Sea М" una variedad suave compacta y sea ¿ > 0 el primer núme- 
ro de un grupo л; (М") tal, que л, (M”) 5 0. Entonces para cuales- 
quiera dos puntos no conjugados, р, q € М” hay una geodésica do 
Índice ¿ que los une. En realidad, ya que л, (M") = л,-; (QM”), 
entonces el grupo И „у (Q (M”)) es distinto de cero; por consiguiente, 
según el teoroma sobre la descomposición celular del espacio de 
bucles, obtenemos que la funcional Æ en QM” debe tener, por lo 
menos, un punto crítico (es decir, geodésico) de índice i. La afirma- 
ción queda demostrada. 

Si la variedad tiene una curvatura negativa (no positiva) por todas 
las direcciones bidimensionales, entonces (como será mostrado 
en el $ 23) todos los puntos críticos de la funcional E en Q (M”, р, 9) 
tienen el Índico 0 (mínimos locales). 

PROBLEMA 1. Deducir de aquí que las geodésicas que unen los 
puntos р y q. están en correspondencia biunívoca natural con los 
elementos” del grupo лу (M1”). 


$ 23. Problema periódico del cálculo de variaciones 


Ya hemos examinado en detalle un problema unidimensional 
do variaciones en una variedad do Riemann М". relacionado con las 
funcionales de Jongitud /, (y) y de la acción (operación) Æ (y), donde 
y EQ (M”. р, q), р, 9, son dos puntos dados en М". Este problema 
de variaciones $e llama «problema con los extremos sujetos», puesto 
que y (0) =p, y (1) =q, y € (М: p. q). Un significado im- 
portante tienen los amados «extremos cerrados», que ahora pasamos 
a estudiar. El estudio de este problema se diferencia un poco del 
«problema con los extremos fijados». 

El problema periódico se plantea de la siguiente manera. Con- 
sideromos una variedad de Riemann suave compacta М"; con 
TI (M”) designamos al espacio de todas las curvas suaves cerradas 
өп М", es decir, un punto del espacio П (M”) es una aplicación suave 
y: S1 М". donde 51 = Si (t); O< t< 2л es una circuferencia 
perteneciente а una coordenada angular estándar £, con esto no se fija 
un punto inicial. 

овзвдүлсох. El espacio П (M”) (la topología se introduce en éste 
de la misma manera que en el espacio © (M”, р. q), véase más arriba) 


se diferencia del espacio U © (M”; р. p) = Й (M), o sea, p = 0: 
> 
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hay una aplicación (¡no espacio fibrado!) П (А/", р, p)— П (М"), 
donde la preimagen del punto es una circunferencia. Е conjunto de 
los componentes linealmente conexos del espacio П (М") os, por 
definición, el conjunto de las clases homotópicas «libres» de las apli- 
caciones S1-> М". Según el $ 17 de la parte 11 del libro [1], las clases 
homotópicas se determinan por las clases de los elementos conjugados 
en el grupo л, (M”). 

CONGLUSION. Las funcionales tolerables en las curvas de la varie- 
dad M” tienen necesariamente mínimos en cada componente lineal- 
monte conexo del espacio П (M”). Por consiguiente, el número de 
mínimos es no menor que el número de clases de conjugación en el 
grupo лу (M”). 

En este parágrafo utilizaremos mucho los métodos desarrollados 
más arriba para estudiar extremales en el espacio Q (M”, p, g). 
y por eso по repetiremos las construcciones análogas. 

El espacio П (31%), al igual que el espacio Q (М", p, 0). puede 
ser convertido de una manera natural on una «variedad de dimensión 
infinita»; si y € П (M”) es una trayectoria cerrada (recordemos, que 
bajo el término «trayectoria» comprendemos una trayectoria con 
parametrización; es decir, las trayectorias con distintas parametri- 
zaciones son distintos puntos del espacio TI (7). entonces, un 
«espacio tangente» ТУП (M) rospecto a una «variedad» П (M) en un 
punto y € П (A) se compone de todos los campos voctorinles suaves 
a lo largo de y (o sea. de los campos vectoriales periódicos). En el 
espacio TI (М) ambas funcionales: Z (ү) y Е (y) (longitud y acción 
de la curva o camino) están definidas lo mismo que en el caso del 
espacio Q (M, р, q). Vamos a estudiar las extremales de las funcio- 
palos Æ y L. 

LEMA t. Si yo € I (М) es una extremal cerrada de la funcional Е. 
entonces yo es una geodésica cerrada perteneciente а un parámetro que es 
proporcional а un parámetro natural, 

La demostración se deduce inmediatamente de los teoremas co- 
rrespondientes para las extremales del espacio 2 (M, p, д). Si y (0 
es una extremal periódica рага una funcional de longitud L, evtoncos 
todas las trayectorias y (2) obtenidas de y (£) con ayuda de los cam- 
bios suaves del parámetro t-»+t”, también son extromales de Ja 
funciona] L, Por consiguiente, los puntos críticos de la funcional L 
no están aislados en el espacio TI (W); en particular, ellos no pueden 
ser en ningún sentido puntos críticos «aislados у no degenerados» 
para la funcional £. 

Por eso (al igual que en el caso del espacio © (А/. р, 0)) prestamos 
mucha atención al estudio de las extremales de la funcional Æ. 
Notemos que la geodésica cerrada yo (t) € П (37) puede ser múltiple. 
en el sentido de que con el cambio de 2 desde 0 hasta 1 el conjunto: 
{ү ()3= М", que es una curva suave, está recorrido varias veces; 
véaso la fig. 113, Las geodésicas y (£) representadas en M” por una: 
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curva suave que está recorrido una vez, se llaman geodésicas simples 
(de multiplicidad uno). 

Por el contrario, si so da cierta geodésica cerrada simple, ella 
defino una sucesión discreta infinita de las geodésicas cerradas obte- 
nidas de una geodésica inicial mediante un recorrido repetido (con 
velocidades mayores que la velocidad de recorrido de la geodésica 
inicial). Todas estas trayectorias son distintos puntos del espacio П 
(АГ). Por ejemplo, si una trayectoria inicial yo (2) definía un 


Fig, 118. Goodésica de multiplicidad 2. 


elemento no nulo de un grupo fundamental лу (W) (más exactamen- 
te: su clase de conjugación es distinta de un elemento unidad). 
entoncos las trayectorias de mayor multiplicidad a él, pertenecen 
ya а obras clases de la conjugación del grupo л, (17). 

Al igual que en el caso de las geodésicas con extremos fijados, os 
posible confrontar a cada geodésica cerrada cierto número entero que, 
por analogía con el caso precedente, lo Па os grado de degene- 
ración de la geodésica. Ahora daremos Ja definición; pero si el grado 
de degeneración es igual a cero, entonces la geodésica se llamará по 
degenerada. 

Para definir correctamente el grado de degeneración de una geodé- 
sica cerrada, consideromos un hessiano ФАГ (véase su definición 
y sus propiedades más arriba, en el parágrafo dedicado al estudio 
de las geodésicas con los extremos fijados). Anteriormente hemos 
demostrado la llamada «fórmula de la segunda variación» quo tiene 
la siguiento forma 


5 ‚ 
os AF 
E 0, 0)=— \ туз Go WV dl, 


«donde: /t. es un tensor do curvatura de Riemann; yo, es un vector de 
velocidad de la geodésica; то, y los campos vectoriales v, у Us, 
«ircunscriben una variación biparamétrica. es decir, un par de los 
«vectores tangentes» respecto a una variedad de dimensión infinita 
TIM en el punto yy. Como fue señalado más arriba, los campos vecto- 
riales v, y vs están definidos a lo largo de toda la trayectoria yo y son 


$ 23. Problema periódico 251 


suavos y periódicos. Puesto que el hessiano @1Е defino una forma 
simétrica bilineal en un espacio tangente Ty, (ПМ), entonces, рог 


consiguiente, es posible dar esta forma univocamente mediante un 
operador diferencial lineal correspondiente a ella, ol cual evidente- 


mente, es del tipo: D = — (У) — R (Yo) Yo- Aquí procedemos por 


analogía con el caso de dimensión finita, cuando el hecho de dar una 
forma bilineal significa dar un operador D con cuya auyda la forma 
buscada B se define por la fórmula B (т, y) = (т, Ру). 

En nuestro caso la acción del operador D en Jos «vectores tangen- 
tes» y € 7, (ПМ) (ез decir, en los campos suaves periódicos definidos 
a lo largo de la geodésica cerrada yọ), se realiza según la siguiente 
fórmula: 


(0) = — (V; Yo —R (jos 0) Yo == КУ; 2А (%.) vol (0). 


Recordemos, que un «vector tangente» y (o sea, un campo vectorial 
periódico) se llama de Jacobi, si este campo es anulado por el opera- 
dor D, es decir, si es solución de la siguiento ecuación diferenci 


ро) = — (V; н R (фо. 0) Yo = 0. Claro que esta definición 
imita completamente la situación de las geodésicas con extremos 
fijados. De manera que los campos de Jacobi («vectores Langontes» de 


Jacobi) son elementos del núcleo del operador lineal D que actúa on 
el espacio tangente 7. (MM). 


DPFINICION 1, Al grado de dogenoración de la geodésica cerrada ү, 
se le llamará dimensión del núcleo del operador D, 

Al igual que en el caso, de las geodésicas con extremos sujeta- 
dos, se demuestra que exlo número es finito (véase más arriba). 

prriNición 2 А una goodésica cerrada la llamaremos no dogenera- 
da, si su grado de degeneración es igual a cero, 

Para simpl tamos básicamente en adelante al 
examen de las geodésicas cerradas no degeneradas. Resulta que a cada 
geodésica de esto tipo le corresponde nalural mente un número entero 
Namado «índice do la geodésica». Para su definición recurrimos de 
nuevo al operador D. El índice puede ser definido de una manera un 

oco distinta, En efecto, puesto que el índice era igual al número de 
los cuadrados negativos después de la reducción a la forma canónica 
del hessiano Ф: en un plano tangente Ty, (11.7) entonces, por consi- 
guiente, esta forma está definida negativamente a lo largo de cada 
«vector tangente» v € Ty, (IA) corrospondiente а uno de los cuadra- 
dos negativos de la forma d*£, de esta manera este «veclor langento» 
es valor propio del operador D con número propio À < 0. Así, el 
índice del hossiano d*£ se podría definir simplemente como un número 
de soluciones linealmente independientes de la siguiente ecuación 
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Ae, А < 0 les un sistema de las ecuaciones dife- 
rencíales con el parámetro À. que es un número propio). Por eso las 
soluciones de la ecuación D (v) А < 0. son campos vectoriales 
periódicos suaves а lo largo de la geodésica yo (si es que estas solucio- 
nes existen en general). Aquí la situación es distinta a la del caso 
de los «vectores tangentes» de Jacobi, pues allí siempre existe por lo 
menos una solución nula de un sislema homogénea; si À << 0 puede 
no haber solución: en este caso diremos, que el índice de una geodé- 
sica cerrada es igual a cero. 

prersicióx a So denomina Índice de una geodésica cerrada no 
degenerada, el número de las soluciones linealmente independientes 
del sistema de ucuaciones diferenciales 


diferencial: D (5 


Di)=— (V; В (Fo. 0) 0. 


Esta definición es también aplicable al caso de geodésicas con 
extremos sujetados. 

OBSERVACIÓN IMPORTANTE. Por supuesto el índice de la geodésica 
cerrada que hemos definido está relacionado también con la distribu- 
ción a lo largo de esta geodésica de los puntos conjugados а un punto 
inicial en la misma, pero esta relación es de un carácter más compli- 
cado que en el caso de las geodésicas con los extremos sujetados, 
y por oso no vamos a entrar оп detalles. 

puowLima 1. Demostrar que el Índice es no menor que el número 
de los puntos conjugados (pero puede ser no igual). 

En cierto sentido, el estudio del «problema periódico del cálculo 
de las variaciones» es más complicado que el estudio de las geodésicas 
con extremos sujetados. El carácter de las dificultades surgidas es 
ilustrado en medida suficiente con la presencia de las geodésicas 
múltiples; por ejemplo, el problema sobre el cálculo de la cantidad de 
las geodésicas cerradas simples (o sea, no múltiples) no es trivial ni 
mucho menos. 

Para simplificar el problema del estudio de las geodésicas cerra- 
das, consideremos aquí sólo un ejemplo: el caso de las variedades 
de Riemann de curvatura negativa, es decir, de tales variedades en 
las cuales todas las curvaturas por todas las direcciones bidimensiona= 
les son negativas. Conocemos ejemplos de talos variedades: el plano 
de Lobachevski con una mótrica estándar de curvatura negativa 
constante; las variedades cerradas suaves bidimensionales obtenidas 
por la factorización del plano de Lobachevski según la acción de 
grupos discretos que actúan con las isometrías en el plano de Loba- 
chevski y son isomorfos a los grupos fundamentales de las superficies 
(véase [1], р. II, $ 20 sobre los grupos cristalográficos en el plano de 
Lobachevski). Para simplificar, sopongamos a veces la compacidad: 
de la variedad estudiada. 
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TEOREMA 1. Sea M una variedad compacta suave de Riemann de 
curvatura negativa. Entonces, en cada clase unidimensional homotópica 
libre hay una geodésica única cerrada. 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos alguna claso de los bucles cerrados 
libres recíprocamente homotópicos entre sí. Supongamos que estudia- 
mos sólo trayectorias cerradas suaves; a cada trayectoria le con- 
frontomos el valor de la funcional en la misma; tomemos un núme- 
ro с igual a la cota inferior de todos estos valores; hablando en 
general, existe una sucesión infinita de bucles cerrados cuyas longi- 
tudes convergen al número c. En virtud de la compacidad de varie- 
dad, es posible escoger de esta sucesión una sucesión de curvas, las 
cuales convergen punto a punto a cierta curva suave yo, la cual, co- 
mo es fácil verificarlo, será una geodésica cerrada, y el valor de la 
funcional Z en esta goodésica, igual al número с. Queda por demos- 
trar la unicidad de esta geodósica. Para esto necesitamos de un loma 
importante, cuyo significado no se agota sólo por la demostración 
de nuestro teoroma. 

LEMA 2. Sea үз una geodésica cerrada en una variedad М de curva- 
tura negativa (aqui es posible no suponer compacta la variedad М). 
Entonces, esta geodésica es no generada y su La e igual a cero, 
o sea, en otras palabras, las ecuaciones diferenciales D (v) = Av, A < 0, 
no tienen ni una sola solución y la ecuación D (v) = 0 tiene sólo una 
solución nula. 

DEMOSTRACION. Al principio consideremos un caso de la ecua- 
ción D (v) = 0. Es necesario demostrar que ella no tiene soluciones 
no nulas. Sea v una solución no nula. Entonces, tenemos: 


(Vav +R (or 2) Yo = 0, de aquí (у 00 — (RGo 0) Yo 


о) 22 0, ya que la magnitud (R (Yo, v) X То 0) ез precisamente 
curvatura por la dirección bidimensional dada en cada punto de 1а 


trayectoria yo por dos vectores: Yo у v. De aquí 

Y (уре 
= (у, Jo, v 
«у v, 0) 


(V. v. V, v) = (У. )%. 0) z v|?) 
VY Уш) =V; )%. 0) 410, v10, 


es decir, la función (V. v, v crece monótona y estrictamente con el 


crecimiento de t a lo largo de yo (0. 

Consideremos en la trayectoria yo (t) un punto fijado arbitrario, 
por ejemplo, punto yo (0). La solución v (t) es una función del pará- 
metro t; estudiemos la conducta de esta solución con el cambio de t. 
Primer caso: en el punto yə (0) se cumple la desigualdad 
T v, v) | m0 œ 0. Entonces tenemos: 


0, =v, (р, »=2(0, 0, v)>0 para todo 1>0, 
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puesto que NA v. v) es una función monótona y estrictamente cre- 


ciente. Segundo caso: en el punto yo (0) se cumple la desigualdad 
A y vò | = << 0. Entonces consideremos en Ingar de la trayectoria 


me Ò una trayectoria т, (— 9. cambiando el parámetro t; con esto 
en cada punto el vector de velocidad Yọ se cambiará por el opuesto 


—VYo; por consigniente 
a 9 
зо. ео 2V; ор 00—209; Pi v) >0 


para todo £> 0. De manera que es posible considerar, que bien a lo 
Jargo de Ja trayectoria yo (2) (o sea con dirección positiva del paráme- 
tro). o bien a lo largo de la trayectoria yo (—/) (o sea con dirección 
negativa del parámetro) el módulo del vector v crece monótona 
y estrictamente pero. puesto дие la trayectoria es cerrada, dentro 
de algún tiempo volveremos al punto inicial. poro соп un mayor mó- 
dulo del vector v; puesto que se supuso suave la función v a lo largo 
de yo, entonces obtenemos una contradicción, El lema está demostra- 
do рага la ecuación D (t) = 0. Ahora consideremos la ecuación: 


D (0) =? A<0. Como D(t) = — (7; v — Ri 0 = 
= Av, entonces id 


(у; PoR (ho. 0) т 0 
«УЫ. 0) = КА Go: 1) Yo O) — Ato, 0) > 0, 


puesto que A< 0. Precisamente aquí lemos utilizado el hecho que 
А << 0. Los razonamientos sucesivos repiten exactamente los prece- 
dontes; de aquí se deduce, que Ja ecuación Dv = ^о no tiene solucio- 
nes. El lema queda completamente demostrado. 

Volvamos a la demostración del teorema. Consideremos una geo- 
désica cerrada y, en la clase libro dada bomotópica (véase la demos- 
tración más arriba). Del lema demostrado se deduce que esta geodó- 
sica es no degonerada; en particular, es aislada. Puesto que. en vir- 
tud dol lema, su índice es igual a cero, por consiguiente, Ja funcio- 
nal Æ que se considera como una función en un espacio de curvas 
cerradas, tiene en el punto yẹ un mínimo local. Supongamos que en la 
clase homotópica dada hay varios mínimos locales (o sea, varias 
gtodésicas cerradas). Escojamos cualesquiera dos geodésicas cerra- 
das: Yo y Yp Puesto que ambas son no degeneradas, entonces son ais- 
ladas, у la funcional Æ tiene en ellas su mínimo local estricto 
(véase la fig. 114). Puesto que yo y y, pertenecen a тта clase homotó- 
pica libre, entonces hay vna trayectoria т. que une estos dos puntos 
en el espacio JIM, о sea, hay una homotopía que transforma yy еп ү. 
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Examinemos la conducta de la funcional Е acotada en la trayecto- 
ria т. Procediendo por analogía con el caso de dimensión finita, 
obtenemos, que hay Lal trayectoria т, a lo largo de la cual la funcio- 
nal E tiene entre los puntos yo у 7; otro punto de ensilladura, —a; 
véase la fig. 115. Pero este punto ya no puedo ser un mínimo local, 
lo que contradice el lema demostrado más arriba. Por consiguiente, 


Fig. 144. Fig. 145. 


los puntos Ya y 7; coinciden. Por lo tanto, en la clase homotópica 
libre hay sólo un mínimo local; él es también mínimo absoluto, con: 
esto no hay otras geodésicas (salvo las múltiples). El teorema gueda 
demostrado, Del Jema demostrado más arriba se deducen resultados 
útiles también para las variedades no compactas de curvatura 
negativa. 

TEOREMA 2 Sea M una variedad suave que tiene curvatura negativa 
por todas las direcciones bidimensionales. Entonces ningunos dos puntos 
de la variedad M están conjugados a lo largo de ninguna geodésica. 

DEMOSTRACION. Cabe demostrar que la ecuación D (v) = 0 no 
tiene ninguna solución salvo la nula. Esto se deduce inmediatamente 
del lema, lo que concluye la demostración. 

TEOREMA 3. Supongamos que M sea una variedad suave simplemente 
сопеха de curvatura negativa (por todas las direcciones bidimensionales). 
cuyos cualesquiera dos puntos pueden ser unidos con una geodésica. 
Entonces cualquier par de puntos de la variedad M está unido con la 
única geodésica minimal, Lo variedad M es difeomorja a un espacio 
еисЦаео. 

DEMOSTRACION Puesto que M es simplemente conexa, entonces 
es conexo el espacio Q (M; р, q). En vista de falta de puntos conjuga- 
dos (véase más arriba), cada geodésica tiene un índice igual a cero, 
Del teorema de Morse se deduce, que el espacio Q (M; р, д) es de 
tipo homotópico de un complejo celular cuya dimensión es igual 
A cero. y a cada geodésica le corresponde una célula de dimensión: 
nula (punto). En virtud de la conexión de Q (1f; р. q) hay sólo uw 
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vértice. y por eso los puntos p y gestán unidos por la única geodésica. 
Quiere decir, que la aplicación exponencial de un espaco tangente 
en la variedad es biunívoca, lo que demuestra el teorema. 

Resulta que el hecho de que cierto grupo es un grupo fundamental 
de la variedad de curvatura negativa. pone restricciones bastante 
fuertes өп este grupo (recordemos que cualquier grupo con un número 
finito do generatricos puede ser realizado como un grupo fundamental 
de una variodad compacta cuadridimensioual; al mismo tiempo, no 
«ada grupo ni mucho menos puede scr un grupo fundamental de una 
variedad compacta tridimensional, por ejemplo, el grupo Z Ф Z Ф 
Ф Z Ө 7. Tiene lugar la siguiente afirmación. 

TEOREMA 4. Sea М una variedad de curvatura negativa. Si dos 
elementos del grupo fundamental тү (M) se conmutan, entonces ambos 
pertenecen a un subgrupo ciclico en el grupo лу (M). 

LrMOSTRACION. Sean a у b dos elementos conmutadores. Si per- 
tenecen a un subgrupo cíclico, la afirmación queda demostrada, 


«Que no pertenezcan a un subgrupo cíclico. Entonces es posible 
«construir una aplicación suave en la variedad M de un toro bidimon- 
sional 7°, que roalico la condición de conmutación de dos elementos 
indicados a y b. Efectivamente, la condición de conmutatividad 
escrita on forma ађа-157і = 1, define la aplicación del toro 7% 
en M (véase la fig. 116). Con esto los elementos conmutadores a y b 
resultan sor el meridiano y el paralelo de este toro (sumergidos ordi- 
mariamente en el mismo). Resulta que la condición de curvatura 
megativa permite realizar una deformación suave de este toro en tal 
toro, que estará sumergido en M como una subvariedad completa- 
mente geodésica. Hay que examinar para esto tal posición del toro 
әп M, con el cual éste tiene un área mínima. Este teorema sobre la 
«existencia de un toro minimal (o mínimo) lo aceptamos sin demostrar, 
puesto que el hecho de existir una solución minimal es lo suficiente 
mo trivial y forma el contenido del conocido problema de Plateau. 
La posición minimal más arriba mencionada la dará el toro como una 
«subvariedad minimal bidimensional en M; puesto que el toro es 
bidimensional, es posible escoger en éste coordenadas conformes, res- 
pecto a las cuales la aplicación de la inmersión (encaje) del toro en M 
será una aplicación armónica (es una particularidad de las variedades 
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bidimensionales para las cualos tiene lugar el teorema de uniformi- 
zación). De aquí es bastante fácil comprender que el toro será sumer- 
gido en M como una subvariedad completamento geodésica, o sea, 
como tal subvariedad, en la cual cada geodésica (en una métrica de 
Riemann inducida) es, al mismo tiempo. una geodésica también en 
una variedad de Riemann abrazadora. Como Ja variedad abrazadora 
tenía curvatura negativa, y puesto que el toro es por completo geodó- 
sico, por consiguiente, hemos obtenido en el toro bidimensional una 
métrica de Riemann inducida do curvatura negativa gaussiana 
(recordemos, que la curvatura gaussiana de una superficie bidimensio- 
nal os un invariante interior y coincide con su curvatura escalar, 
о sea, en el caso dado, con la curvatura por dirección bidimensional 
coincidente con la dirección tangente hacia este toro). Pero no. ós 
posible introducir tal métrica en el toro bidimensional, pórque 
entonces la integral de la curvatura gaussiana por el toro sería distin- 
to de cero, lo que contradice la fórmula de Gatrss — Bonnet. según 
la cual esta integral coincide con la característica de Enler del toro 
(después do Іа división de la integral por 27), la cual es igual a cero. 
La contradicción obtenida demuestra el teorema. 


$ 24. Funciones de Morse sobre las variedades 
fridimensionales y diagramas de Heegard 


Consideremos una variedad cerrada conexa compacta suave 
tridimensional M? (para siroplificar supongamos la orientabilidad 
de la variedad M°); soa f (z) una función suave de Morse sobre esta 
variedad que tenga exactamente un mínimo (él es absoluto), un 
máximo (61 es absoluto) y cierto número de puntos de Índices 1 y 2, 
Como fue demostrado más arriba, entre todas estas funciones es 
posible escogor una función lal, que sus puntos críticos scan ordena- 
dos en ol sentido de que tos valores de la función f en А7 recorren un 
segmento [0, 1); / (p) = 0. f (p') = 1, donde p y p' son puntos del 
mínimo y del máximo respectivamente; luego, todos Jos puntos 
críticos do índice 1 se hallan en una suporficie de nivel f -= 1/3; todos 
los puntos críticos de Índico 2 se hallan en una superficie de nivol 
1 = 2/3. Designomos a los puntos críticos de índice 1 por ay, . >» £q, 
y a los puntos de Índico 2 por y;, . . ., yq,- De la dualidad de Poin- 
сагб (para los coeficientes on el caso de una variedad orientable) se 
deduce inmediatamente que ф = ga, es decir, el número de puntos 
críticos de Índice 1 es igual al número de puntos de índice 2. 


Consideremos una superficie de nivel M2= { 1=+) ; puesto 


que en ésta no hay puntos críticos y su dimensión es igual a 2, 
entonces M2 es difeomorfa a una variedad cerrada conexa compacta 
suave bidimensional. Como M2 es una superficio de nivel y un 
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borde de una variedad tridimensional que se da con una desi- 
gualdad -</<1, entonces M1? es una superficie orientable, о sea, 


es homeomorfa a una esfera con cierta cantidad de asas. Sea г un 
género (es decir, el número de asas) de la superficie М}. Por construc- 
ción, М? es una variedad que simultáneamente representa un borde 
de dos variedades tridimensionales: (1/2< {<S 1) y (0< /< 1/2}, 
a las cuales las designemos con П, y Пу, respectivamente. Para mayor 
evidencia, se puede considerar cada variedad de Il; (a propósito, 
ellas son homeomorfas) como un relleno tridimensional de la superfi- 
cie bidimensional М? (de género r), que es sumorgida (encajada) 
regularmente en un espacio euclídeo tridimensional. Así hemos 
demostrado la siguiente afirmación. 

yEOREMA +. Cualquier variedad cerrada coneza сотрасіа suave 
tridimensional puede ser (no univocamente) representada en jorma de 
«pegadura» de dos variedades tridimensionales 111, i = 1, 2, con borde, 
cada una de las cuales es homeomorfa a una variedad tridimensional 
estándar П, que es un dominio acotado en un espacio euclideo tridimen» 
sional con una superficie de género r (para cierto r) sumergida en él 
regularmente. Al mismo tiempo, la pegadura de las variedades Пу 
y ЇТ, se realiza por cierto difeomorfismo a de frontera (la frontera es una: 
superficie de género r). 

Esta representación de la variedad M? сп forma do pegadura 
de 1, y Iin M3=11, UN. donde a: М? М}, es no unívoca y, 

а 


además, el número ғ depende también de la elección do la función de 
Morse en M3. Esta representación de Л/? en forma de pegadura de dos 
superficies Nenadas de género r а menudo so Пата «diagrama de Hee- 
gard» do la variedad М; puesto que la pegadura descrita más arribe 
es dada рог el difeomorfismo о : Mi=> M}. a veces se dice que 
está dado un diagrama de Heogard, si es dado el difeomorfismo a. 
Claro que si dos difeomorfismos œ, у %, son homotópicas en una сазо. 
de difeomorfismos, entoncos son difeomorfas sus correspondientes, 
variedados tridimensionales M? (ж) y Л (2) (obtenidas mediante 
la pegadura рог ол y %s): 

Y viceversa, sean dados un diagrama de Heegard, у М (a), su 
correspondiente variedad tridimensional. Entonces es posible cons: 
truir en esta variedad M? (а) una función de Morse f, la cual defi- 
nirá (véase más arriba) la partición de M* (a) en la unión de dos 
variedades П, y П, coincidente con el diagrama de Heegard inicial, 
En realidad, puesto que M* (о) = П, U Hz, entonces es suficiente 


a 
construir en II, y П, las funciones estándares de Morse fı y fs con 
puntos críticos de índices 1 y 2 respectivamente y un punto crítico de 
Índice O para la función fı. y un punto crítico de índice 3 para le 
función fz; con esto es necesario escoger las funciones /, y fs de tab 
modo, que sean constantes en los bordes de П, y П,. AY pegar Пу 
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y Il, por un difeomorfismo dado, obtenemos en M? una función: 
suave de Morse con todas las propiedades necesarias. 

Al número r (género do la superficie М?) se le llama género del. 
diagrama de Heegard. 

El teorema más arriba demostrado puede ser reformulado de læ 
siguiente manera: 

AFIRMACIÓN, Cualquier variedad compacta suave coneza tridimen- 
sional puede ser representada en forma de una unión de dos esferas tri- 
dimensionales con asas, cuyas superficies están identificadas mediante 
cierto homeomorjismo (difeomorfismo). 

La relación con la formulación precedente se realiza así: cada una 
de las variedades П, y П, es homeomorfa a una esfera con г asas. 

En el caso, cuando r = 0, la variedad M? (ë) se obtiene mediante: 
pegadura de dos esferas tridimensionales por el difeomorfismo œ 
de sus fronteras, o sea, por el difeomorfismo de una esfera bidimen- 
sional en sí misma. Claro, que entonces М? (о) es difeomorfa a una: 
esfera tridimensional estándar. Consideremos otro caso aun más no- 
trivial y describamos todos los diagramas de Hcegard do género 1, 
es decir, describamos todas aquellas variedades tridimensionales, 
que se obtienen por medio do la pegadura de dos toros enteros: II, = 
= S! x D?, Il, = 51 X р? por cierto difeomorfismo de sus fronte- 
ras, o sea, рог el difeomorfismo о: 72 -+ 7°, donde 7? es un toro 
bidimensional. 

TEOREMA 2. Cualquier variedad cerrada coneza compacta suave 
tridimensional que tolera el diagrama de Heegard de género 1, es homeo- 
morfa (y, por consiguiente, difeomorfa) a una de las siguientes variedades 
tridimensionales: 1) a la esfera estándar 5%; 2) a $ X 5°; 3) a los es- 
pacios del lente L? (1, k), donde la variedad L? (1, k) se obtiene de la 
esfera tridimensional 5° mediante su factorización por una acción sua- 
ve del grupo Z p, dada por la siguiente fórmula: 

эм оша 
(2, ш) (ер -2 e Р w); 


aquí (z, ш) son coordenadas complejas еп Съ М“; 5% = {|z |? 4 
+ | w]! = 1}. El lente L? (1, 1) = SYZ, es difeomorfo а un espacio 
proyectivo АР? (рага р = 2). 

Demostración. En virtud del teorema precedente basta dar la 
clasificación de todas las clases de isotopías de difeomorlismos de un 
toro bidimensional en sí mismo. Puesto que el toro es un espacio de 
tipo К (л, 1), entonces la clasificación homotópica de las aplica- 
ciones continuas del toro en sí mismo se da mediante un conjunto de 
homomorfismos del grupo fundamental ж (51 x 51) en sí mismo; 
como queremos limitarnos sólo a los difeomorfismos, basta con des- 
cribir todos los isomorfismos del grupo л, (S? x 51) en sí mismo. 
Puosto que el grupo л, (7?) es isomorfo aZ ® Z, entonces, por con- 
siguiente, el conjunto de todos los difeomorfismos « del toro en sí 
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mismo (que conservan su orientación) es dado por las matrices uni- 
modulares con coeficientes enteros \ Zh аа — ve = 1; pero si el 
difeomorfismo cambia Ja orientación, ad — be = —1. Supongamos 


que on el toro зе han fijado paralelo y meridiano estándares que for- 
man una base en un grupo fundamental (la misma es también un gru- 
ро de homologías) respecto a la cual se escribe la matriz 2, = | 5 
Hallemos un grupo fundamental de las variedades W? (2), donde 


da == | abi ad—be=1. Puesto que М? está representada en 


са 
forma de pegadura de dos toros enteros, cada uno de los cuales св equi- 
valente homotópicamente a una circunferencia, entonces cl grupo 
fundamental M? se obtiene así: hay que examinar las generatrices үу 
у Ya y dar la relación entre ү; у үз que en este caso concreto tione la 
forma yf = ү} = 1 (la escritura del grapo es multiplicativa). De 
aquí se deduco, que m (M° (a)) =Z.. Así, por ejemplo, si la matriz 


| А | es de forma 1 0 + | entonces la variedad correspondiente M? 


es homeomorfa al producto directo St x 5°, pero зі |252 || = 
ed 


= р —}|\, entonces м es homeomorfa a la esfera 8°. En el primer 


caso at, (М3) = 7; en ol segundo, л, (ЛГ?) = 0. Los dos homeomor- 
fismos ahora representados son evidentes geométricamonte: еп el 
primer caso la circunferoncia 5! corresponde а un eje de uno de los 
toros enteros, y surge una esfera bidimensional como resultado de la 
identificación de dos discos bidimensionales por una aplicación idén- 
tica de sus fronteras (véase la matriz de pegadura), en el segundo caso 
dos toros enteros so pegan de tal manera, que cambian de lugares. 
(conservando la orientación del toro); la partición correspondiente de 
una esfera tridimensional en la suma de dos toros entoros puede ser 
dada а: 


=S П {1212210185 M=8SN(12/|<lwl); 


hay una transformación ortogonal de Ja esfera gue pasa П, a П, (y 
viceversa) y quo es dada por la fórmula (z, ш) —> (ш. z). Así hemos 
hallado el grupo fundamental de variedades М? (0), donde œ da el 
diagrama de Heegard de género 1. Si el grupo л, (M? (а)) os trivial, 
entonces M? (a) os una eslora homotópica (10 que se deduce inmedia- 
tamonte de la dualidad de Poincaré) y, siendo representada en forma 
de pegadura de dos toros enteros, es homeomorfa a una esfera estándar. 

Si m (М (a)) =Z, entonces с = 0, о sea, ad = 1; de aquí, 
o bien a = = 1, о bien a = d = —1 (el valor de b es poco impor- 
tanto). Claro que la variedad M? (a) dada por una matriz con coefi- 


cientes enteros | НЫ | es homeomorfa а 51 X 5°. 
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Pero si лу (M° (a) es no trivial e isomorfo a Z., donde c+ 0, 1, 


entonces, pasando a un cubrimiento ¿7% (ж) obtenemos, que esto 
cubrimiento admite también el diagrama de Heegard de género 1, 
porque el cubrimiento sobre el toro es regular y de nuevo so presenta 


como un toro; puesto que, además, 17° (a) tiene un grupo fundamen- 


tal trivial, entonces, en virtud del razonamiento precedento, M3 (au) 
es homeomorfo a una esfera estándar. De aquí se deduce, que la va- 
riodad inicial M? (a) se obtiene de una esfera tridimensional estándar 
mediante su factorización por la acción del grupo Z, (la acción fuo 
escrita más arriba). El teorema queda demostrado. 

Una respuesta {ап simple puede ser obtenida sólo para los dia- 
gramas do Heegard de género 1; pero si la variedad 47° no admite пі 
un solo diagrama do Heegard de género 1, entonces, so complica brus- 
camente la descripción de М. 

Completemos la información sobre las variedades dol lento Z* (1, 
k). Como es evidente de la definición de la acción suave de Z. on 
5%, un ospacio cociente es una variedad, y una proyección Si. 
—> L? (1, k) es un cubrimiento (la acción dol grupo Z, еп 5° es libre 
y efectiva). Es ovidonte que todas las variedades de lonte admiten 
el diagrama de Heogard de género 1. En realidad, la ecuación |z | = 
= | w | da la partición de $° en la suma de dos toros enteros están- 
dares (véase la descripción más arriba): 8% = П, U П,. Con la acción 

м 2 
(operación) (2, ш) —(e ©з, е © зш) del grupo Ze. el toro |z| = 


= | w | pasa a sí mismo, y por eso, con Ја factorización de 5% por la 
acción de Ze, el toro |2 | = | ш | se proyecta en un toro, que es 
toro del diagrama de Heegard de la variedad Z? (1, А). Está claro que 
Ja aplicación surgida del toro en sí mismo (cubrimiento) puede ser 
escrita en los términos de la matriz || £ 2]. 


Es fácil mostrar, que las variedades de lente 12" (р,, ..., Pn) 
ERA (pi, ..., pa) (dadas por la acción del grupo Z, en 82t 
por fórmula: 


(22 0) 
(а с-а) ее од е ода, але єт 


воп homeomorfas, si para cada # la suma р; + р; о la diferencia ру — 
— pj ев múltiplo de c. 

El problema de la clasificación de todas las variedades tridimen- 
sionales по sólo no ha sido resuelto, sino que incluso se ignora, si en: 
cierto exacto sentido es algorítmicamente resoluble (a semejanza do 
como es resoluble algorítmicamente cl problema de la clasificación 
de las variedades bidimensionales). 
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Como fue mostrado más arriba, para hacer una lista que contenga 
notoriamente todas las variedades tridimensionales (este problema 
no coincide con el de la clasificación siendo una cuestión más simple), 
basta con hacer una liata de las clases de los difoomortigmos de la 
suporficio de género r en sí misma. Resulta que es posible hacer tal 
lista. En la fig. 117 se representa una Superficie bidimensional de 


Fig. 117. 


género r con tros familias orientadas de las circunferencias сү, е, fi 
A la operación 7% (e = 1-1), correspondiente a una circunferencia $ 
en la superficie M£ la llamaremos el siguiente difeomorfismo 7%; 
М? — Mi. Desiguamos por U, aun A-entorno cerrado de la cir- 
cunferencia s, o sea, U, es difcomorio а S* х [0, 1]. Definimos Te 
соп una aplicación idéntica on M5 Us, y al difeomorfismo Тї: U, — 
— U, lo construimos girando una circunferencia 51 X ѓ өп el ángulo 
2xt, al mismo tiempo, el signo de e depende de la dirección de giro. 
Tiene lugar cl siguiente hecho, muy importante y no trivial (cuya 
demostración omitimos): cualquier clase de difeomorfismos isotó- 
picos de la superficie bidimensional 4/3 en sí misma tiene un repre- 
sentante que se descompone en ol producto (composición) de las ope- 
raciones de forma 7%, donde s son cualesquiera de las circunferencias 
de los tres sistemas: сү, er, fi. De aquí se deduce un corolario: es po- 
sible hacer la lista de Jas clasos de difeomorfismos isotópicos de la 
superficie bidimensional M2, considerando cualesquiera productos 
finitos de forma Пт, donde ву € ({с: }), {е}, {/4))- 


$ 25. Periodicidad unitaria de Bott y problemas 
de variación multidimensionales 


En este parágrafo demostraremos un hecho topológico impor- 
tante llamado habitualmente «periodicidad de Bott»; para simpli- 
ficar, nos delengamos sólo en el teorema de la periodicidad para un 
grupo unitario (la así llamada periodicidad ortogonal de Bott se 
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demuestra con el mismo esquema que la periodicidad unitaria, pero 
con mayores dificultades técnicas). 


1. Teorema de la periodicidad unitaria 


El teorema de la periodicidad lo demostraremos en su variante 
clásica en forma de periodicidad de los grupos homotópicos de un 
grupo unitario estable, sin examinar detenidamente el papel del teo- 
теша de la periodicidad en la teoría de los espacios fibrados vecto- 
riales. 

TEOREMA DE LA PERIODICIDAD UNITARIA. Tiene lugar un isomorfismo: 
uS Cam 5815 Us para 1 < i< 2m. Si 0 = lim Un (donde 

т 


О, с Umi es una inmersión estándar), entonces 
ж SRU рага i>1 y л Tan U =Z. 


Consideremos el grupo unitario especial SUzm y рог Q (SU, 
Esmi —Ezm) (donde Ham € SUzm ез una transformación idéntica) 
designamos un espacio funcional de las curvas suavos a trozos, que 
van en el grupo SU» del punto Ez al punto —Ezm: Por 2* (SU zm; 
Ез. —Ezm) (designamos al espacio completo de todas las curvas 
(caminos) continuas de Eam a —Ezm; entonces la inmersión Q — Q* 
es una equivalencia homotópica (véase más arriba los elementos do 
la tooría general de Morse para un espacio de bucles en una variedad 
suavo). 

Consideremos en un espacio Q (SUsmi Esm — Lam) un subes- 
pacio $, formado por todas las geodésicas minimales y (o soa, con las 
geodésicas do menor longitud), que van del punto Za» al punto Ез, 

ыма + Un espacio Q es homeomorfo a una variedad compleja de 


Grassmann. Erm o sea, a una variedad de las superficies complejas 
m-dimensionales еп un espacio lineal C*”, 

DEMOSTRACION. Como fue demostrado en la parte Т del libro (11, 
las geodésicas en el grupo de Lie (respecto a una conexión de Riemann 
concordada con una métrica invariante en ol grupo) son todos los 
subgrupos uniparamótricos y sus desplazamientos con ayuda de 
algún elemento arbitrario del grnpo. Por eso para describir todas las 
geodésicas, que unen en el grupo SUzm los puntos Lam у —Eam 
basta con describir todos los subgrupos uniparamétricos, que salen 
del punto Eam y terminan on el punto —Esm. Puesto que cualquier 
subgrupo unidimensional y (t) еп SUsm es de forma exp tX. donde 
la matriz X es antikormitiana (es decir, pertenece a un álgebra de 
14е зиз» del grupo SU). entonces, considerando que el parámetro 
t varía desde O hasta 1, obtenemos la condición: y (0) = Eam y (1) = 
= exp X = —Ё„„. Consideremos la acción adjunta Ad del grupo 
SUzm en su álgebra de Lio; entonces es bien conocido (por ejemplo, 
del proceso clásico de ortogonalización en el caso unitario), que hay 


964 Cap. 2. Puntos críticos у homologías 


tal transformación unitaria д, € 50... que д.с" о. donde 
mo 0 
X= - i Ф+ 
0 ¿em 


Con otras palabras. la matriz X, pertenece a la Hamada subálgebra 
de Cartan del álgebra зиз (es decir, a una subálgebra máxima con- 
mutativa en зиз). Aplicando la Lransformación Ад, а la geodósica 
у (0), obtenemos: 


go (exp X) e = охр (40N 45 


„ 


= . = go (— Erm) ga = — Erm 


O етн 


De aquí qı = лї. К, = 2-1. 1 
L.. + kam = 0. De manera que homos descrito todas las geodésicas 
que unen los puntos Esm у —E:m еп SUsm. Queda por escoger de 
ellas geodésicas de mínima longitud. Puesto que la aplicación exp 
realiza la isometría con aplicación de una recta ¿X en la geodésica 
exp (tX). entonces basta hallar la longitud de un segmento corres- 
pondiente en el álgebra de Lie para calcular la distancia desde Esm 
hasta —l ym a lo largo de la geodésica oxp (4X). La forma de Killing 
en el álgobra de Lic зи, „ es del tipo Sp ХУТ = (X, У); por consi- 
guiente, la longitud de la geodésica exp (ЕХ) desde Em hasta —E sm 
es igual a 


Z 2m, LEZ k t.. 


P > 
УХ, Х) =VSpXxX” VE (ki)? 


De aquí está claro, que la longitud mínima de la geodésica es igual 
a лут, o sea, cuando А; = +1. Además, puesto que Sp X = 


= пў) = 0, entonces, la matriz X tiene ел la diagonal un número 


ial 
igual de +1 y de —4. De mancra que hemos mostrado que todas las 
matrices X son do tal forma, que el exp X= —Ezm y el exp tX 
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es una geodésica mínima, que se obtienen de la matriz dada 
А ° 


Tiy Em 0 
= E “|” с [| 


° -i 


mediante cl empleo en ella de automorfismos interiores do forma: 
Xo —gXog*. donde el elemento g recorre todo el grupo 503». 
Por consiguiente, hemos establecido un homeomorfismo entre un: 
conjunto de todas las geodésicas mínimas y ип conjunto de matrices- 
do forma gX,g”*, donde g € SUzm. Por oiro lado, este conjunto de 
matrices, evidentemente, es homcomorfo a un espacio homogéneo- 
SU2m/CXy. donde con СХ, se designa un subgrupo estacionario de 
la matriz X, (o sea, un subgrupo, que forma la matrix X, en su sitio 
соп la acción adjunta del grupo SUzm). Puesto que, evidentomente, 
hay un isomorfismo: CX, = S (Um X Um). entonces el espacio 
SUsm/CXo es homeomorfo a una variedad compleja do Grassmann 


бт. FJ lema queda demostrado. 

ТЕМА 2 Cada geodésica minima y (t), que une el punto Eqm con el 
punlo —Eym, es dado univocamente por su punto medio, es decir, por el 
punto y (172). De tal manera. el conjunto de las geodésicas mínimas, 
о sea el conjunto de sus puntos medios, es homeomorfo a la variedad de 
Grassmann y, por otro lado, coincide con la intersección del grupo SU sm 
con su álgebra de Lie susm. Con esto, consideramos. que el grupo SU sm, 
lo mismo que el álgebra de Lie suzm están realizados como subconjuntos 
en un espacio euclideo АЗ”? de las matrices complejas de dimensión 
т < т. 

Demostracion. La primera parto de la afirmación, precisamente, 
de que cada geodésica mínima es dada univocamente por su punto 
medio, se deduce de la fórmula: exp (tX) = (cos st) Eam + (sen ne) X 
Рага £ = 0 obtenemos Fsm. para t = 4, obtenemos el punto з 
y para 2 = 1/2 obtenemos la matriz X. De manera que el punto me- 
dio de la geodésica y (2) coincide con la matriz X. Claro que el con- 
junto de las matrices X do tipo gX¿g* coincido con el conjunto de 
tales matricos antihermitianas, que además son unitarias, о sea. son 
soluciones de la ecuación matricial Х = —£¿m- En particular, de 


aquí es evidente que Ja variedad de Grassmann С, „ puede consi 
derarse como un conjunto de todas las estructuras complejas uni- 
tarias en el espacio С". También resulta claro que la intersección: 
del grupo unitario S U,m con un subespacio lineal и,» coincido con 
el conjunto de matrices X tales, que X? = —Esm El lema queda 
demostrado. 
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memas Cada geodésica по mínima y, que une el punto Eam con 
el punto —Exm en el grupo SUzm tiene Índice no menor que 2m + 2 

puxosiración Por definición de Índice de la geodésica, debemos 
calcular el número de los puntos conjugados соп el punto Esm a lo 
Jargo de la geodésica y (en su segmento desde Eam hasta —£ gm). 
Partiendo de la fórmula explícita para la ecuación de Jacobi (cuyas 
soluciones son campos de Jacobi a lo largo de la geodésica), obtenemos 
que los puntos conjugados son determinados por los números propios 
positivos de la teansformación lineal Xy: uz —> Slem donde el 
operador Ку (Y) = R (X, Y) X = MX. Yl. X) está engendrado 
por el operador de la curvatura de Riemann (que se reduce a conmu- 
-tador triple para un caso de grupo (véase [1}, р. I, $$ 30, 36). Como 


Hue mostrado más arriba, se puede considerar que la matriz Х оз 
«diagonal y tiene la forma 


ink o 


X= А ‚ donde kizki 


O ав 


De la fórmula explícita para el conmutador obtenemos: [X, Y) = 
= jlin (ку) yn ll, о sea Ka Y) =|| 7 (6,10)? | . El cálculo 


directo muestra que los valores del parámetro t, con los cuales el 
punto y(t) está conjugado con el punto Esm (а lo largo de y), 
á 


son dados por las fórmulas siguientes: t= 


E 
Ek: 


ky yk 
... (рага cada par i, j). En cl intervalo (0, 1) el número 


Ла 
1 


‘Considerando que Ку;> К. obtenemos quo el índice de la geodé- 
sioa y es dado por la fórmula 


ade estos puntos conjugados (соп ¿, j fijados) es igual a 


n= Y (0—62). 

(Жл 
De esta fórmula está claro, que para una geodésica mínima el índice 
«es igual a 0. Sea la geodésica no mínima; examinemos, por separado, 
«los casos: a) entre los números k; por lo menos m + 4 números tienen 
un signo; b) entre los números Кү se tiene exactamente m números 
positivos у m negativos. рого no todos ellos son iguales а 2-1. Obte- 
nemos, que p > 2m + 2. El lema queda demostrado. 

Pasemos a la demostración del teorema de la periodicidad uni- 
staria, a sabor: los grupos homotópicos estables ¿0 son periódicos 
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con período 2. Los grupos noU = nU = л =... son triviales, 
y los grupos mU = nsU = 1,0 ==... son isomorfos al grupo 2. 

Lesa а. Consideremos la inmersión de un conjunto de las geodésicas 
minimas (homeomorfo a una variedad de Grassmann compleja ы} 
en el espacio de las curvas (caminos) Q (SUam; Eam —Eam). Entonces 
esta inmersión (encaje) induce un isomorfismo de los grupos homolópicos 
en todas las dimensiones que no sobrepasan 2m. Como tiene lugar la 


igualdad 1¿QX = 2:41 X, obtenemos definitivamente que л,б„ = 
= MiS Uam 

pemosrración. Consideremos en un espacio de curvas (caminos) 
Q(SUami Eam —Eam) una funcional de acción u operación; sus 
puntos críticos (en los cuales la funcional alcanza el valor mínimo) 
son geodésicas mínimas, que unen los puntos Ez» у —Egm en SU 2; 
por consiguiente, este conjunto de los mínimos de la funcional es ho- 


meomorfo a la variedad Gfn,m. Al mismo tiempo, como fue demos- 
trado más arriba, el Índice de los restantes puntos de la funcional 
(distintos de las geodésicas mínimas) no es menor que 2m 4- 2. Ap- 
lienndo a esta funcional la teoría de Morse (para el caso de puntos 
críticos degenorados que llonan las subvariedades críticas no degene- 
radas), obtenomos que el espacio de curvas Q (SUzm! Erm. —Eam) 
(considerado como un complejo celular infinito) se obtiene do una 
variedad de los mínimos absolulos de la funcional de acción, pe- 


gando a esta variedad (homecomoría а СС, m) las células de las di- 
mensiones no menores que 2m + 2. Do aquí se deduco que los grupos 
homotópicos del espacio Q (SUsms Е ami —Ezm) de dimensiones 
i< 2m, coinciden con los grupos homotópicos de la variedad de los 
mínimos absolutos de la funcional de acción. El lema queda demos- 
trado. 

Lemas. Tiene lugar un isomorfismo: л 
¿<2m. 


DEMOSTRACIÓN. (véase [1], р. 11, $ 24). Consideremos un espacio 


т = лб рага 


Um 
fibrado estándar U m+ —> 527+; de su sucesión homotópica exacta 
obtencmos inmediatamente que л. (Um) = л (Umt) para i < 
< 2m. Por otro lado, de la sucesión homotópica exacta del espacio 


fibrado _Usm > Uzm/Um obtenemos ahora que лу (Usm/Um) = 0 
para i << 2m, lo que equivale a la afirmación del loma. La demostra- 
ción ha concluido. 

Ahora reuniendo todas estas afirmaciones obtenemos, en resumen, 
el teorema de la periodicidad unitaria: 


TU m > ©. „& 


2m, m 


ха (50 Erm Е) X пан am = лнй, 
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Escribamos explícitamente esta cadena de isomorfismos. Sea fry: 
SH > Um una aplicación continua que representa una clase homo- 
tópica IfI € ar-1Um- Construimos por esta aplicación la aplicación 
йт: SS SUam. Para По presentemos el grupo SU, сото un 
grupo de matrices {р}. donde p = | Е |. {®Ё+1рт=1,у 
destaquemos en el grupo SU, un subconjunto que es un disco bidi- 
mensional "0°, dado por la siguiente condición: p.€'D*, PER, 
В > 0. Después sumergimos (encajamos) este disco bidimensional 
"DÉ on el grupo SUzm mediante la fórmula 


E, 2Em ВЕ 
:p>P0 En= А 
р р®Е, —fEn GEn 
Luego consideremos en el disco ‘D? una curva suave “y (р) -= {p (a, 
В) = іт, TER, 1220}; tomamos y (В) = 1 (y (B). Vamos а 
representar los puntos de la variedad de Grassmann Gz;,,n, como pla- 
nos invariontes que vesponden al valor propio A — t de 189 opgradores 
g: С" 05m, g8€ SUsm g* == —Ezm. Entonces, para el punto 
Y EY (8) lonomos Y = —Esm ев decir, y (B) € 69 = SUam 
cuando 0 << В << 1. Consideremos en GS, un conjunto de clemen- 
tos g de la siguiente forma: 

g = elo. it. б) = 1Ё„ O fiti (9)1-1р (іт. $) O Emb: En Ө 

O fi~ (0)l, 

dondo о € 5-1,1 (0) € Um. Cuando В — 1, obtenemos una apli- 
cación de Ja esfera Si“ 


0 fi (0) 
шо E 
jaj | tito 0 
y para 0< P < 1, el conjunto {g (0. (т. @)} se representa en loreh 
de la imagen de una esfera S'. además, (g(0, it, )) є, 
ô [Si] = [А] (dondo ô: MGa —= лу айы e 
TEOREMA 1. (Fomenko). 52а que fi~: $2 —> U™ represente algún 
elemento de un grupo homotópico тү, Di En virtud del teorema de 
la periodicidad, los grupos т Л Y Tt+1U n Son isomorfos. La fórs. 
mula explícita de este isomorfismo tiene la forma: fia —> {:+у, donde 
Li SU fis: кашын, ч; а, B)} 50; 
fi-a (о) 
О, E. 
li, ш шк. 
o sea la relación }‹-у > fiż+ı, que confronta а un elemento del grupo 


homotópico xi-ıUm cierto elemento del grupo homotópico 3541 Оњ 
y da un isomorfismo de la periodicidad. 
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pemosrración, Consideremos el conjunto {g (0. œ, P)), donde 
glo, a, B)= [Em O fi (о)]-1р (a, В) Ө Em [Em O fi (о)]; 


entonces {g (a, а, P)}, evidentemente, se puede representar como 
la imagon de la osfera $'+1 con la aplicación continua fis: SH 
> {е (0. а, B)} < SUzm. De manera que si fi, (0) € Um representa 
оп sí cierto elemento del grupo homotópico л, у asi у; 151 С 
< SUam y de la construcción más arriba descrita (teniendo en cuen- 
ta los isomorfismos de periodicidad clásicos), se deduce inmedia- 
tamente que la correspondencia ў, 1 — 71+, engendra el isomorfismo 
de periodícidad unitaria. La fórmula explícita: 


| Bfr- (0) 
8/01, (0) Em 
so obtiene mediante Іа combinación del operador de frontera (véase 
su escritura explícita más arriba) con la aplicación que confronta 
а сайа «esferoide» (o sea aplicación de esfera) formado por un haz 
de las geodésicas mínimas que van del punto Æam ol punto зт 
un esforoide compuesto de todos los puntos medios de las geodésicas 
do esto haz; esto esforoide se encuentra en la variedad de Grassmann. 
El teorema queda demostrado. 

De esto modo, desde un punto de vista geométrico evidente, el 
isomorfismo do periodicidad se compone de modo bastante fácil. 

raso 1. Es necesario tomar ol esferoide f,_, del grupo Um y me- 


diante la consideración del operador de frontera 0: 2GÍmm—14.Um 
pasar este esferoide a un esfervide sumergido en la variedad de Grass- 
mann (véase más arriba la fórmula explícita). 

Paso 2. Es necesario tomar el esferoide de Grassmann obtenido 
en la variedad de Grassmann, presentar esta variedad como inter- 
sección del grupo S Usm con su álgebra de Lio S Um (con su inmersión 
en un espacio lineal de todas las matrices complejas de tamaño 2m X 
X 2m), aprovecharse de que esta intersección coincide exactamente con 
el conjunto de los puntos medios de todas las geodésicas mínimas que 
van en el grupo SU) del punto Esm al punto —Ezm у, al examinar 
todas las geodésicas cuyos puntos medios Ilonan el esferoido en la 
variedad de Grassmano, obtener un esferoide (de dimensión mayor 
en la unidad) ya en el grupo SUsm. Este esferoide es imagen del 
esferoide inicial f,_, con un isomorfismo de periodicidad. El teorema 
TE arriba demostrado da este isomorfismo con uva fórmula ex- 
plícita. 

Si m=2, os posible tomar como aplicación inicial /,: $3 > SU, 


Elo, а, В) =. (5) = 


Ја aplicación idéntica у, (0) = Ss z ‚ 124-101 15 entonces 
[al=1€x,SU,. Ahora pasando а т 22, 2, 2%, obtenemos 
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una aplicación fars, 5+ SUZ, donde [7+1] = 1 Є лок, k>1. 
Por último, notemos, que la aplicación f+, coincide con la 
aplicación de la «dualidad» оз, +; conocida en la teoría de álgebras 
de Clifford y de las representaciones de espinores del grupo ortogonal, 
sólo si en la definición do esta aplicación se sustituye el campo do 
coeficientes С. por el campo de los números reales R. 
Mostramos esta confrontación, dobido a que esto da otra fórmula 
explícita más para un isomorfismo de periodicidad unitaria ha- 
ciendo más simple el cuadro geométrico. Vamos a construir la aplica- 
ción аааз, de la siguiente manera. Scan f: S™-'— GL (N; С), 
g: Sri GL (М: C), dos aplicaciones continuas. Puesto que 
Sii gr, Sri CR”, entonces las aplicaciones f y g se pueden 
prolongar (por homogeneidad) en los espacios euclídeos R" y R", 
respectivamente. Definamos una aplicación Rm 0 
10) ® Ey —Ex 9 g* (0) 


— GL (2MN; С), haciendo 
Ex Q g8 (4) ]* (2) 9 En |. 


donde /* = ft, g* = @1; (хт, y) С R" х А", (z, y) (0, 0). Ya 
que о = f ж g ostá definida еп R”*" 0, entonces surge una apli- 
cación SMA -> GL (2MN; С). Si a: 51 -- СІ (1; С), a (2) = 
|2 | = 1, entonces Gay, = аж as... ж о (2% +1 voces). Si en 
calidad de ог, +, se toma la aplicación SA+1 + SU¿* correspondiente 
а la aplicación "оар, entonces, evidentemente, obtendremos la 
identidad «+ = fanta 


II. La periodicidad unitaria desde el punto de vista de los 
problemas variacionales multidimensionalos. 


El teorema de periodicidad descrito más arriba se basa en la 
teoría de funcionales unidimensionales (precisamente, de funcional 
do acción definida en las trayectorias en un grupo unitario). Resulta 
que el isomorfismo de periodicidad surge de manera más natural al 
considerar un problema multidimensional variacional (en el caso dado, 
bidimensional). 

Para un enfoque clásico, el isomorfismo de periodicidad unitaria 
sé descompone en una composición de dos isomorfismos cada uno, 
de los cuales aumenta la dimensión de un grupo homotópico en la 
unidad. El hecho de que el aumento exigido de Ja dimensión еп dos 
unidades se obtenga como resnltado de efectuar esos dos pasos (véase 
su descripción en el parágrafo anterior). corresponde completamente 
al método de demostración clásica, que utiliza funcionales unidi- 
mensionales de acción y longitud definidas en los espacios de apli- 
caciones de un disco unidimensional D? (segmento). Consideremos 
este proceso con más detalles. Sea fijado un disco unidimensional 
Dx; ôD? = S° (esfera de dimensión nula); entonces П, = © (50.5 


СТА w=| 
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Esm, —Evm) es el espacio de las aplicaciones continuas f del disco Ре 
en el grupo SUzm, con las cuales f | 50 = lo | so donde 1,59 = 
= (Ез, —Езт), es decir, la frontera del disco siempre раза ar 
mismo par de puntos fijados. La funcional de acción Æ en el espacio- 
П; = 2 (SUami Esm —Esm) se define así: 


Еро) = || Zar, 


donde w(0)=Ezm; ш (1) = — Еһ. Con esta funcional está rela~ 
pi 

cionada naturalmente la funcional de longitud що) = | |2 di. 
è 


Como fue mostrado en la parte I del libro [1], el estudio de los puntos 
críticos (extremales) de la funcional Z se reduce al estudio de las 
propiedades y extremalos do la funcional Æ. Un conjunto de puntos 
(trayectorias), en los cuales la funcional de acción E (y, por consi- 
guiente, también la funcional de longitud L) alcanza el mínimo ab- 
soluto, es cierto subespacio homeomorlo a la variedad de Grassmann» 
6С, „, еп el espacio П;, y por eso (como se deduce de la teoría uni- 
dimensional de Morse), un armazón (2m)-dimensional del espacio П, 

será equivalente homotópicamente a un armazón (2m)- dimensional 
del espacio б. En otras palabras, se puede decir que la parte 
analítica del isomorfismo de periodicidad unitaria está en el iso- 
morfismo 


m (Cm, „) = (П) =, (П,) 


10441 (50м). 


por cuanto el siguiento paso: л; (Gn m) = 3-1 (Um) es corolario: 
de un hecho ya puramente homotópico que no tiene ninguna relación» 
con la funcional Æ. 

El mecanismo geométrico del isomorfismo de periodicidad arriba 
descrito sugiero la idea de poder obtener este isomorfismo no en dos 
pasos, sino en uno, si en lugar del problema variacional unidimen- 
sional se utiliza el problema bidimonsional, es decir, se escogo una 
funcional bidimensional conveniente. Resulta que en cfecto hay tal 
posibilidad; en particular, esto hará más simple el cuadro geométrico 
del isomorfismo do periodicidad. Pasemos a estudiar el problema 
variacional multidimensional. 

Considerando las funcionales bidimensionales en un espacio de 
aplicaciones escogido especialmente, obtendremos un isomorfismo- 
de periodicidad. Examinemos en ol grupo SUz una circunferencia 
sumergida (encajada) 

e” 


5р= la]=t, 


Е, | Р 
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que es un subgrupo uniparamétrico, y la fijemos. Aquí actuamos рог 
analogía con el caso unidimensional, cuando en el grupo SUgm so 
fijaba una озіога de dimensión nula 5° = (Lam, —Ezm). Sea D? 
un disco bidimensional con frontera 5! en su métrica euclídea están- 
dar; fijemos Ја aplicación jọ: S* > 502, que pasa isométricamente 
la circunferencia S! a la circunferencia 

Con П, designomos al espacio topológico de todas las aplicacio- 
nes continuas f: D? —> SUzm tales, que f | sı = Jo. El espacio Ig 
es de tipo homotópico de un complejo celular. Considoremos un sub- 
espacio П’ с П, formado con todas las aplicaciones f de un espacio 
funcional A? (D°), donde el espacio 17; (Da) fue definido más abajo 
para un planteamiento cuidadoso y exacto del problema. 

Sea G un dominio en un espacio euclideo АУ (al, ..., 2%). Di- 
remos que la función и: С —> R pertenece а una clase de funciones 
H}, (б) si, y sólo si: 1) u € Lp (G), es decir, si es sumablo en el grado 
р: 2) existon «derivadas generalizadas» D%u, o sea, tales funciones 
Ta € Lp (G), a = (ар... ., 05). O< |œ | < т, que para cualquier 
función infinitamente suave finita g es justa la identidad: 


| s(a) ra бае | рее) о) dz. 
2 2 


Aquí ар а Hat Hady Ш = д®(ду/(дазу'з ... (зч), Si 
m=1. entonces |a] = 1. 

Si f: 0% + SUzm» entonces f € H? (1*) si, y sólo si, las funciones 
de coordonadas engendradas por esta aplicación pertenecen a 413 (D°). 
Cambiamos la exigencia de suavidad a trozos do la aplicación f on 
el caso unidimonsional (que es necesario para construir la tooría 
unidimensional de Morse) por Ja exigencia de pertenencia de la 
aplicación f a Ја clase H? (D°). 

Dofinamos en el espacio П; la funcional de Dirichlet D: 1; — R, 
que confronta a cada aplicación f € П, el valor de la integral de Di- 
riehlet D [f] еп la aplicación f (véase la definición más abajo). Esta 
funcional de Dirichlet es un análogo bidimensional de una funcional 
unidimensional de acción, mientras que la funcional de área bidi- 
mensional es análogo de una funcional unidimensional de longitud 
(véase [4], р. II, $ 32). Recordemos la definición do la funcional de 
Dirichlet. Las funciones ra (z), a = (0)... ., 0%) Se Пата deri- 
vadas de la función u y se designan por D? (u) o и, ai si œ = 0, 
entonces и, а = и. Sean M у V variedades de Riemann con tensores 
métricos guy (2), ж € Mi gap (0). v € V. Con cada aplicación f: V —> M, 
donde 7 € H? [V, М1, se vinculan los tensores de un tipo mixto; 
asf, por ejemplo, 22 = z*, q, donde z* son coordenadas locales del 
puntos z = f (v) € M, y la diferenciación se comprende en ol sentido 
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arriba indicado. Designemos рог" „ a una derivada covariante total 
del tensor mixto. Definimos un producto escalar de dos tensores z4 
e yk» suponiendo (r4. y$) = gapgi;tiyf. Ahora sea f € Л? (У, М]; 
hacemos 


юл= | [Les фра, 


y 


donde dv es un elemento de volumon de Riemann en una variedad 
de Riemann У, y n = V. La aplicación / € НҮ ЇУ, M) se llama 
armónica, si ÖD [f; 0 para cualquier campo vectorial y (f) 
de clase HAY definida en / (V). La correspondionte ecuación de Euler 
para la funcional D [f] tiene la siguiente forma: у „2* = 0, Esto 
se verifica por el cálculo directo. 

En nuestro caso en calidad de variodad Y tomamos el disco bi- 
dimensional D*; entonces 98 (v) = баё, y la funcional do Dirichlet 
(análogo bidimensional de la funcional de acción) D [f] toma la forma 


D=- | ll, 00 (a, 0 de =$ иу (їй ad) de, 
Ў y 


donde ду os una métrica del grupo 5073. 
Con esto, el grupo está realizado en el espacio 59-1 y 1а métrica y 
es la rostricción de una métrica euclídea. La primora variación 8D 


de la funcional D tieno la forma 8D If; yl = | (rå, Von’) de. 


Si el disco bidimensional D? se da paramétricamente con ayuda do 
las coordenadas euclídeas u y v, oblondremos: 


Dil eu tuH (e dudo, (ат, о.о. P) 
y 


P=dim M; ôD 
т eu) (22, 2,)] du do; пе (р2). 
Ў 


= 
de 


Consideremos en el espacio de las aplicaciones П; una funcional más 
A If], que confronta a cada aplicación f € П; el valor de la siguiente 


integral: | Y dot © du dv, donde 
y 


еа =) ба. а) 
а к) бё 


Q 


1801126 
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o sea, la funcional A |f] es una funcional del área bidimensional. 
Es bien conocido (véase [1], pág. 363), que tiene lugar una desigual- 
dad A [fl < D Ifl, al mismo tiempo, la igualdad se consigue si, y 
sólo si, la aplicación f es generalizado-conforme. Por ejemplo, рага 
el caso de las superficies mínimas bidimensionales en un espacio- 
euclídeo tridimensional, esto significa que un radio vector mínimo 
de superficie siempre es armónico on las coordenadas conformes (es 
decir, en tales coordenadas, donde la métrica de Riemann inducida. 
tiene forma diagonal). Notemos que aquí se observa también la ana- 
logía con el caso unidimensional (véase más arriba el espacio de cur- 
vas con extremos fijados). a sabor: Las funcionales de acción Е y de 
longitud L están relacionadas con una correlación analógica: L? (®) < 
< Ё (о), al mismo tiempo, la igualdad se consigue зі y sólo si la 
aplicación œ da una geodésica mínima (perteneciente al parámetro 
natural), que va del punto о (0) al punto о (1). 

Lo mismo que la funcional de acción Е, la funcional de Dirichlet. 
bidimensional D permite excluir todas aquellas aplicaciones f, que 
sedistinguen de una aplicación armónica fp sólo por el cambio continuo 
de los parámetros en el disco D*, lo que no cambia el valor de la fun- 
cional del área pero, hablando en general, cambia el valor do la fun- 
cional de Dirichlet. 

Notomos para lo sucesivo, que tiene lugar el isomorfismo Py: 
п, (Ia) ёё nat (SU2m) y que el ospacio П, es equivalente homotó- 


picamento al espacio ЇЇ, de todas las aplicaciones continuas S*— SU sm 
con un punto fijado. La primera afirmación es un corolario evidente 
de la sucesión exacta de un espacio fibrado de bucles dobles. 

тЕОАЕМА 2. (Fomenko). Consideremos el grupo SUsm y los espacios 
funcionales П, y П,. En el espacio П; ezaminemos un subconjunto W 
consistente en todos los puntos (o sea, aplicaciones continuas) f, sobre los 
cuales la funcional de Dirichlet D [f] tiene un mínimo absoluto. En~ 
tonces se cumplen las siguientes afirmaciones: 

a) el conjunto W es homeomorfo (como un espacio topológico) a un 


grupo Um; 

b) la inmersión (encaje) i: W ~ ЇЇ, ~» П, induce un isomorfismo 
de grupos homotópicos ię: RaUm — xl, para s< 2m; por eso el ar- 
mazón (2m)-dimensional del espacio Ti, es equivalente homotópicamente 
al armazón (2m)-dimensional del grupo Um, у la composición В. o 


o iai Un > 1,19 Uzm es un isomorfismo de periodicidad unitaria, 
con s < 2m. De manera que la utilización de la funcional de Dirichlet 
bidimensional y la consideración del conjunto de sus mínimos absolutos 
permite obtener el isomorfismo de periodicidad unitaria en un paso (de: 
una vez, con aumentar la dimensión de los grupos homotópicos en dos 
unidades), a diferencia de ados pasos» con empleo de las funcionales uni- 
dimensionales de acción y de longitud. 

La demostración del teorema la hacemos en forma de una cadena 
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de los siguientes lemas. Al principio, consideremos en el grupo S Um 
una esfera bidimensional definida por la fórmula: 


Em Em 
Cie, Ge рет, 1+ pe- 


Una de las somiesferas, precisamente, la esfera dada por la desigual- 
dad B >> 0 coincide con un disco bidimensional 22, cuya inmersión 
en el grupo SUsm ha sido realizado más arriba. El ecuador {8 = 0) 
de la esfera S? es la circunferencia Si. Puesto que la inmersión de 
la osfera 52 > SU'¿m so prolonga hasta la inmersión SUs -> S Usm, 
entonces la esfera S3 es una subvariedad completamente geodésica 
en el grupo SU,» y más aún subvariedad mínima. Recordemos que 
la subvariedad se Шаша completamente geodésica, si cualquier góo- 
désica tangento a esta subvariedad en algún punto se encuentra en- 
teramente en ésta. El hecho de que cualquier subvariodad completa- 
mento goodésica es localmente mínima, se deduce de la forma ex- 
plícita dol tensor de curvatura de Riemann, restringido en una sub- 
variedad completamente geodésica. En un grupo de Lio, el tensor do 
curvatura de Riemann en una subvariedad completamente geodésica 
es una parto del tensor de Riemann еп un grupo abrazado, este tonsor 
se descompone en suma directa. 

De manora que también el disco Dj es una subvariodad comple- 
tamente geodésica on el grupo SU¿m. Consideremos un conjunto W’ 
de los discos completamento geodésicos D? (ж) с S Usm, que son do 
forma D? (z) == 208172, donde = € SUzm y 25271 == з para cualquier 
sE бү. 

umae. £l conjunto W' ез homeomorfo al espacio E. 

DEMOSTRACION. Soa D? (2) € W'; entonces zs = sx para cualquier 
5 Є 8}. Puesto que S} = (2Em + АЕ, | | == 1), entonces de 
aquí 'se deduce que z = А DD, donde А, D € Un, ев decir, т = 
= (Em Ө DA=) (А Ө А) = т, (А ФА), т, = En O DA-I. Pues- 
to que (A Ө A) d = 4-(А © A) para cualquier d € D y cualquier 
А € Um» entonces 


S= 


De D | an Me 

0) = Ра) | Re ав 
Como В >> 0, la matriz С se define por esta condición univocamente, 
Así, a cada disco D* (т) le confrontamos un elemento C € Um, donde 
С = C ID? (a)]. Sea С ID? (2)] = C [D* (2); entonces es evidente 
quez'-x-1 € {А Ф A}, y poreso los discos D? (т) у D? (2”) coinciden. 
Por el contrario, si C € Um. entonces C = СЇЙ? (2)), donde т = 
= Em € C, o sea, la correspondencia construida D? (2) > С [D! (2)1 
es el homeomorfismo necesario entre WW’ y Um. El lema queda de- 
mostrado. 


» C=DA“t, 


18% 
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la inmersión (ol encaje) i: Um — ТЩ. 
Sea g € Um; entonces se construye por este elemento unívocamente 
€ Um; entonces se construye por este clemento nnívocamente un disco 
bidimensional 


Tes aña: 


al mismo tiempo, si g, H фа, entonces D? (En Ө д) ND? (En © 
Ф g) = Si, Sea ly: D? — D} nuestra aplicación fijada. Hacemos 
ild E = (Ëm O д) (E) (Em Ө g). donde FED? Claro quo 
i: g > i (g) es la inmersión buscada (m — П;. Del lerma arriba 
demostrado, зе deduce que el conjunto do aplicaciones i (Um) с П; 
coincide соп un conjunto de aplicaciones del tipo Ads o ¿y dondo 
el olemonto z recorre todo el grupo G = {A Ө A} с Usmi б = Uno 
es decir, el conjunto ¿ (Um) es la órbita del punto ё, € ЇЇ, con la ac- 
ción adjunta del grupo G en el conjunto de aplicaciones Ll 

Lema т. El homomorfismo В. o iy: п. (Um) — Meta (SU 2m) coin- 
cide con un isomorfismo de periodicidad unitaria. 

Demostración. Sean f: $*—> Um f EIl Єл, (Um), о E 5". En- 


tonces 
En 
о рае Нөл =| "еу |. 


So deduce inmediatamente del parágrafo precedente у de la teoría 
unidimensional de Morso, que cl homomorfismo B. o iy coincide con 
el isomorfismo de periodicidad unitaria, si s < 2m. Puesto que fi 
es un isomorfismo on cualquier dimensión, de aquí so doduce que el 
homomorfismo iş: я, (Um) > л, (П„) es también isomorfismo para 
в ес 2m, y por eso un armazón (2m)-dimensional Ls es equivalonte 
homolópicamonte а un armazón (2m)-dimensional i (Um). El lema 
queda demostrado. 

"Así la inmersión í: Um = П, satisface todas las condiciones nè- 
vesarias. Queda por mostrar quo está cumplida la igualdad: # (Um) = 


D (Em Ө к)= 


Consideremos un ospacio euclídoo R3"* identificable соп un es- 
pacio complejo С*”* de todas las matrices complejas de dimensión 
2m x 2m. con una forma bilíneal q (4, B) = Re (Sp АВ"), B* = 
= BT. Éntonces el grupo SUzm se sumerge isométricamente en 
la esfera Sem de radio Улт como una subvariedad suave, en la 
cual so induce una métrica de Riemann especial, invariante respecto 
a los desplazamientos derechos o izquierdos en el geupo SUsm. Esto 
métrica, evidentemente, coincide con la métrica de Killing. Por eso 
a muchas relaciones métricas en el grupo 517, es útil considerarlas 
desde el punto de vista de la esfera abrazante S97"-1, Obtengamos el 
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primer corolario de la existencia de esta inmersión isométrica del 
grupo en la esfera. Por ejemplo. on el grupo SU¿m no existen tales 
variacionos infinitamente pequeñas (perturbaciones) del disco bi- 
dimensional D? que dejan inmóvil la frontera de este disco S} == др 


que el disco perturbado D3 sea un disco mínimo en el grupo SU sm» 
pero no completamente geodósico. En efecto, sea que existe tal vá- 
riación. Notemos que la circunferencia S¿— 507, С Sem өв 
una circunferencia de un círculo máximo en la esfera SEM, y е] disco 
D} ез una sección plana central de la esfera Se" por un plano tri- 
dimensional pasante por el origen de las coordenadas on RS". 


Puesto que el disco D3 (por suposición) no es completamente geodé- 
sico en el grupo SUzm, entonces él no es tampoco completamente 
geodésico en la esfera S3m?-1, о sea él по se obtiene del disco 23 mie- 
diante un giro en torno a la circunferencia Si. Юе aquí se deduce 
que su área es estrictamente mayor que el área del disco D3 en apro» 


ximación lineal, o sea, бА > 0. Por eso el disco D3 no os un disco 
mínimo, Jo que contradice la suposición. Así. cualquier variación 
de cualquier disco D? (z) € И” o bien deja completamente geodésico 
el disco 0° (z) (y entonces esta variación se reduce al giro del disco 
en torno a su cirennferoncia de frontera Si con ayuda de algún auto- 
morfismo interior del grupo abrazante SUzm), о bien destruyo su 
mínimo local (por lo menos, en un punto interior). 
мА я Tiene una implicación: i (Um) = W. 
ostraciós. Puesto que cada aplicación f € è (Um) tiene forma 
{= Аді. ж EG, entonces basta con verificar que el punto ¿y es un 
punto de mínimo absoluto para la funcional de Dirichlet D. Puesto 
que Slam С 587-1, yel disco 02 es una sección plana central de la 
esfera 59%, entonces la aplicación fy es un punto de mínimo ab- 
soluto para la funcional de área A. Ya que cualquier vector mínimo 
es también armónico (en las coordenadas locales correspondientes), 
entonces esta aplicación ё, ох un punto crítico también para la fun- 
cional de Dirichlet D (notemos además que la armonía generalizada 
de la aplicación ¿y se deduce asimismo de la construcción explícita 
do la aplicación ipi véase más arriba). Como siempre se cumplo Ја 
desigualdad A [f] < D If}, está claro que la aplicación i es un punto 
de mínimo absoluto para la funcional de Dirichlet D. El lema queda 
demostrado, 

LEMA э Tiene lugar la igualdad i (Um) = W, donde W es el con- 
Junto de los puntos de mínimo absoluto de la funcional de Dirichlet D. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f: D? => SEamo f | s: = ja es un punto de mi- 
nimo absoluto de la funcional de Dirichlet D. En el lema precedente 
se demostró que el valor de la funcional D en los puntos de mínimo 
absoluto es igual а D [ip]. y que este valor es igual а A 1]. Puesto 
que АТИ D [11 = D ЇЇ — A lil, entonces A Т < A tiol. pero 
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ya que esta relación es posible considerarla en una métrica estándar 
de la esfera 58"-1, es evidente que А [71 = A [io], y entonces /D? = 
сс 58-1 es una sección plana central; además, la aplicación f es 
armónica. Prolongnemos un disco completamente geodésico fD? 
hasta la esfera S?, que es completamente geodésica, en la esfera 58-1 
(y, por lo tanto, completamente geodésica en el grupo S Usm). Hemos 
obtenido en el grupo SUzm dos esferas completamente geodésicas: 
S: y 42, con osto, SÈ П $? > 54 Э Erm Los subgrupos mínimos quo 
contienen estas esforas S3 y 3%, son los subgrupos С, y G isomorfos 
al grupo SU). Las dos inmersiones (encajes) од: бү > 5 smi ж: Ga — 
> SU,m definen dos representaciones exactas del grupo 5/7, en el 
grupo SUzm. Ya que el rango (SU,) = 1, se puede considerar que la 
circunferencia S! es una imagen de un toro máximo Т! = 51 < SU, 
además, Si с 7-1, dondo 7?”-! es un toro máximo en el grupo 
SUzm. Puesto que dos representaciones ј, y jẹ coinciden en ol toro 7! 
(Т! es un subgrupo máximo conmutalivo en с] grupo SU; en el caso 
dado este toro es unidimensional y homeomorfo a la circunferencia), 
entonces ellas son equivalentes, es decir, hay un elemento x € 50, 
tal, que se cumple la igualdad: ј, = Ай,-ј.. Dos esforas S3 y 25%" 
inmersas (oncajadas) en el grupo С, se pueden hacer coincidir me- 
diante un automorfismo interior más Ad, ; entonces en la esfera 55 
obtonemos dos geodésicas: $ y x2Sirixj!. Por consiguiente, hay 
un elemento г, € G, tal, que Si == 2a0,2Sj07 2727. Por eso el auto- 
mortismo Ай, donde y = z,x,7, pasa la aplicación ў a la aplicación 
ia dejando en su lugar la circunferencia S$, o sea, f € i (Um). El lema 
queda demostrado. 

De manera que está concluida completamente la demostración 
del teorema. 

Notemos que todos Jos puntos del conjunto W son no simplemente 
puntos minimales para ambas funcionales 4 у D, sino que incluso 
puntos «completamente geodésicos» (es decir, aplicaciones completa- 
mente geodésicas). Esta circunstancia ha tenido lugar también en 
el caso unidimensional, pero allí el mínimo de alguna trayectoria 
Пеув tras sí automáticamente el hecho de que esta trayectoria es 
geodésica; empero en el caso bidimensional del hecho do que el disco 
bidimensional D? sea mínimo, no se deduce en absoluto que éste 
sea completamente geodésico en un grupo abrazante. Es más, los 
únicos discos completamente geodésicos 2° con frontera 5; son discos 
dol conjunto И"; en otras palabras. si la aplicación f € Il; es un pun- 
to crítico para la funcional D y si, además, el disco /0° es completa- 
mente geodésico, tenemos f € W. 


ДИ. Periodicidad ortogonal desde el punto de vista de los 
problemas de variación multidimensionales. 
Un teorema análogo al teorema más arriba demostrado de la 
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‚ periodicidad unitaria, tiene lugar también para un grupo ortogonal 
(y se llama, respectivamente, teorema de periodicidad ortogonal) 
de Bott. 

TEOREMA 8, Se tiene un isomorfismo n; (О) = n+ (О), donde O 
ез un grupo ortogonal estable: О = lim On; On < Ôn +» Son inmer- 


siones estándares. Además, los grupos homotópicos estables de un grupo 
ortogonal son de la forma: 


m=, =. m=0, лу=7, =m, 
2, matas 


Demostraremos sólo la primera parte de este resultado, además, 
utilizaremos do inmediato ol aparato de los problemas de variación 
multidimensionales. Es que la demostración estándar del teorema 
de periodicidad ortogonal que utiliza la teoría unidimensional de 
Morse, consta de ocho pasos (por analogía con la domostración están- 
dar de la periodicidad unitaria de dos pasos), mientras la utilización 
de la funcional de Dirichlet definida en un espacio de aplicaciones de 
los discos octadimensionales (en vez de los bidimensionales de perio- 
dicidad unitaria), nos permitirá a la vez, o sea, on un paso, obtener el 
isomorfismo: ли (О) = леч (О) (aunque un poco no estrictamente). 

Consideremos un espacio euclídeo R?* de matrices reales do di 
mensión р X p; el producto euclídeo escalar puedo ser escrito de la 
forma: q (A, B) = Sp (ABT). Entonces el grupo SO, se sumerge 
isomótricamente en una esfera estándar 5'-! de radio Y p (con con- 
tro en el punto 0) como una subvariedad suave, en la cual una mó- 
trica euclídea q (А, B) induce a una métrica bilateral invariante de 
Riemann coincidente con la forma de Killing. El álgebra de Lie sop 
del grupo SO, está sumergida en el espacio Ар? como un subespacio 
do las matrices X, ХТ = —X, y 1а intersección sop f SO, es un 
espacio compacto simétrico SOp/U¡pye si р es par. Designamos a 
la intersección sop N SOp por & (p); entonces, os evidente que la 
variedad О, (p) se compone exactamente de tales elementos g € SOp, 
para los cuales se cumplo la igualdad g? = —E, o sea, О, (p) coincido 
соп un conjunto de las estructuras complejas еп ДР. Ahora tomemos 
p = 16 r; entonces en el grupo SOser hay ocho «estructuras complejas» 
anticonmutadoras, o sea operadores a los cuales vamos a designarlos 

vo Ја J} = —E, JJa + УУЛ, == 0, k8. Todos 
(1 < 5 < 8) se encuentran en el plano оу, у, en virtud 
do la condición de anticonmutatividad, todos ellos son ortogonales 
de par en par. Además, cada vector J, es ortogonal al vector E € SOygr» 
por eso la esfera S5 = {z Є 50, |= = а% + aJ, 4-... + atJ g 
(а%)в +... -+ (48)? = 1) es una sección plana de la esfera 5% (donde 
q = 256r* — 1), pasante por el origen de las coordenadas у, por con- 
siguiente, completamente geodésica en la esfera 5° y en el grupo 
50, = 5%. Claro que se cumplo la igualdad 53 П sorer = S$ П 
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П 9 (46) = 5), donde 3; es un ecuador completamente geodésico, dado 
por la ecuación a? = 0. Fijemos en el grupo 50,4, una esfera com- 
pletamente geodésica S7 = {> =WE + VÍ +... + aJr; (a°)? + 
+... + (a7)? = 1}; la esfera Si es una frontora de un disco octa- 
dimensional completamente geodésico DI с SI, D3 = (2 € S$; ав > 
> 0). Sea D* un disco octadimensional estándar en vna métrica eu- 
аса, S? == 908, i” es una aplicación estándar de DS en una semi- 
osfora, idéntica en la frontera 9D8, i' es la única inmersión isomé- 
trica de la semiesfera ¿”D3 en el grupo SOs. coincidente en la es- 
fera 1787 con una inmorsión isométrica fijada jo: 5° > S]. Hagamos 
ip = t o i", igi DS SOygr. Consideremos el espacio Пу de todas 
las aplicaciones continuas /: 08 — SOs, tales. que f | вт = Jo. Sea 
П; < П, un subespacio consistente en todas las aplicaciones f de 
la' clase HS (D) del disco DS en el grupo 80. Consideremos en el 
espacio 11; dos funcionales: А 17 que es una funcional del área А [f] = 


= | VRUG dv y una funcional de Dirichlet 
in 


рл al [Fui apra $ Ly Seu ЕА 
Ш pan 


Entonces А [f] < D If) con cualquier f € My. 

Designomos por Ps a un isomorfismo estándar de los grupos ho- 
motópicos л, (Kia) = л, (8010). 

reorema + (Fomenko). Consideremos el grupo 503,» y los espacios 
funcionales Ti, y П; de las aplicaciones de los discos octadimensionalés 
en un grupo ortogonal. En el espacio TI, consideramos un subconjunto 
W consistente en todos aquellos puntos (aplicaciones) f, en los cuales la 
funcional de Dirichlet D If} tiene un minimo absoluto. Entonces tene- 
mos ques 

а) el conjunto W es homeomorfo a un grupo ortogonal O; 

b) la inmersión i: W — 0; —> П, induce un isomorfismo de los 
grupos homotópicos ię: л, (07) — л, (Hs) para s <r — 2; por eso 
un armazón (r — 2)-dimensional del espacio П, es homotópicamente 
equivalente a un armazón (r — 2)-dimensional del grupo O, y la com: 


posición Bo ig: п, (Or) + л,» ($О,е,) es un isomorfismo de peri 
dicidad ortogonal con s<r q 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Puesto que el grupo л; (Usm) es triz 
vial, entonces el espacio П, es conexo. Puesto que ле (503г) = Za 
el espacio Пе es inconexo y se compone de dos componentes conexos; 
cómo será evidente más abajo de la demostración, el conjunto W 
también se compone de dos componentes conexos, al mismo tiempo 
cada componente del espacio П, contiene exactamente un componente 
del conjunto W y se contrae (cuando г —> оо) exactamente en esta” 
componente de conexión. 
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Ahora consideremos en el grupo $03, un subconjunto ©, consis- 
tente en todas las estructuras complejas J, las cuales antic tan 
con las estructuras J,, Ja. . . .. J, (véase más arriba su descripción), 
es decir que anticonmutan, de este modo, con cada punto de una 
esfera hexadimensional estándar 5* œ S}, dada por la igualdad a? = 0. 
Así, por ejemplo, está claro que Js € Qe. El cálculo algebraico di- 
recto muestra que el espacio Qs se compone de dos componentes de 
conexión y, además, es homeomorfo al grupo О,. Luego, el espacio Qe 
se contiene por completo en un plano ortogonal a todos los vectores: 
E, 5, ..., Ја. Claro, que S} (| ©, = {Jsi —Ja). y por eso la in- 
tersección DI N Qe = Js es un punto. 

Asignemos а cada punto т € О, una esfera completamente geodé- 
sica 58 (т), que tiene como ecuador la esfera estándar $. Si £ € Qg, 
entonces el vector x es ortogonal a los vectores E, Лу. .. .. Ja (24, 
=-—J,2, 16557. y el vector £ es ortogonal a todas las estru 
turas complejas). Por eso la esfera, tendida en los vectores básicos 

Л, 00. Ју, z, es ma sección plana central еп la esfera 5# y es 
completamente geodésica en el grupo SOjgp-. Consideremos en Ја es- 
fera S8 (х) el disco 


D8 (x) = {у Є 58 (2) y = у +... + yd, + 1%: 
v >20). 


mente nn disco 
y six, дү, 
caso de la pe- 


Entonces a cada vector х Є О» le corresponde unívoca 
completamente geodésico DS (x) tal, que 20° (х) = 
entonces Dë (ту) N DS (т) = Si. Lo mismo que en e 


riodicidad unitaria, es posible definir la inmersión (el encaje) i: O, — 


Z Q, — M; > Ma. ya que раға cualquier disco Пе (т), £ € Qy, exis 
te Ta única isometría o (2): i": DS — DS (2), o (£) o i” | вт = jai 
entonces i (2) = ө (х) o i”. 

Lema 10. La inmersión i: O,— Tl, induce un isomorfismo de los 
grupos homotópicos hasta la dimensión r — 2. 

Demostracion. Sea que la aplicación /: 5* —> О, represente un 
olemento de un grupo homotópico: [/] € л, (0,); entonces en el grupo- 
50,6, obtenemos un conjunto {D8 (2). x €f (S; Mid i (2). Ya 
que la esfera 52 está fijada, en el grupo SOs, surge un subconjunto 
S= р" (2), que define la aplicación F: S%3— 50а, tal, que 

хЄ](55) 
F | şs = f (la esfera S* es un ecuador en la esfera $°+5). Ahora consi- 
deremos la sucesión de las esferas de dimensión nula S} = (Jj, —41 3, 
1< k 7. Fijando la esfera S?, podemos construir una correspon- 
dencia yy: 2 — D! (2), donde el punto х € Qs, la trayectoria Di (ху 
es una geodésica minimal del punto J; al punto —J, cuyo punto me- 
dio es т. Entonces 2% {т) € Q,. y existe una aplicación Ру: S% — 
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—> О, tal, que se tiene una correlación: 


P,S!= Y Di(2), Filg=f, 
ens") 


соп esto, de la teoría unidimensional de Morse se deduce que la co- 
rrespondencia / —> F, dofine el isomorfismo de los grupos homotó- 


picos л, (24) > лаза (Оу). Fijando una esfera de dimensión nula 5%, 
obtenemos la correspondencia: ve: y — D? (y), y € Qr; está claro, 
que existe la aplicación 
Feisa; FS” П (0); Fels = Ел. 
sers") 
Continuando este proceso obtenemos las correspondencias: үт, Yes » ++ 
‚у ур Yo donde E = Jo; la aplicación Ру: S*+8 + Lo = 80,8 
además, la aplicación Р, corresponde а la aplicación f para un iso- 
morfismo de periodicidad; FoS" = FS**S, porque U [wo Yo 
*Є] (5) 
.. өү (ш)1 = 5. Por eso es posible considerar que Fo == 


Esto concluye la demostración del lema, уа que л, (Па) 
= лаке (SO 197). 

Do manera que para un subespacio г (0,) = П, se cumplen todas 
Jas afirmaciones del punto b) del teorema demostrable por nosotros, 
Queda para probar que so ha cumplido la igualdad W = ¿(0»). 

Lema 11. Se cumple la relación: і (0) < W. 

DEMOSTRACION. Puesto que el disco ¿ (x) (D8) es una sección plana 
contral, entonces la afirmación del presente lema se demuestra de la 
misma manera que la afirmación correspondiente en el teorema sobre 
E Pon ОН unitaria, es decir, so deduce de la desigualdad A [f] < 

Lema 12. Es justa la relación: і (0,) = W. 

Demostración. Sea f € W. es decir que la funcional D tome en 
la aplicación f su valor mínimo. Sea lo: 0° — Dj (véase más arriba); 
entonces, es evidente que A [i] = D liol. Ya que A 1/1 < D If) = 
== D [ty] = A [to]. entonces lo mismo que al demostrar el correspon-' 
diente lema de periodicidad unitaria, se determina que el disoo 
] (Эв) os una sección plana central, que contiene la esfera 55 en ca: 
lidad de frontera. Sea х € f (D*) y el vector z sea ortogonal a todos 


los vectores Æ. Jj, . . ., Ју; entonces tenemos: £ = Y (2). donde ў 


ез una geodésica en el disco f (D°). y (0) = E. y (D = SE. La lon- 
gitud £ (y) es igual a Г (ү). donde la geodésica р se contiene еп el 


disco f (0%) y es tal, que y (0) = Е, y (1) =—E, Y (+) = 
Рог cso y os una geodésica minimal del punto Æ al punto —Ё еп 
grupo $О,. De aquí tenemos: т = y (5) Є О, es decir, z? = —Е 
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Puesto que el vector z es ortogonal a todos los vectores J, (1 < 
«9 7). entonces уте +J) EQ, о sea, Hz + J)? = —Ё. 


Por consiguiente, zJ, + Jaz = 0, о sea,z € Qa. Por oso f € i (0,) 
puesto que у (2%) = D° (x). El lema queda demostrado. De esta ma- 
пога, está concluida la demostración de la periodicidad ortogonal 
aunque no rigurosamente, sin recurrir ala teoría «unidimensional» 
de Morse. 

Claro que se tiene un teorema completamento análogo también 
«en el caso de un grupo simpléctico Sp, Omitimos las formulaciones 
y demostración dojándolas al lector como un ejercicio útil en la téc- 
nica de los problemas do variación multidimensionales. 

PROBLEMA 1. Demostrar que se tienen las siguientes equivalencias 
homotópicas: a) BSp = QQQ SO; b) BO = QQQ Sp utilizando el 
mismo método. Obtener de estas igualdades los ocho primeros grupos 
homotópicos: Za, Za 0, Z, 0, 0, 0, Z. 

En el caso d> la periodicidad unitaria homos tenido la siguiente 
afirmación útil: el conjunto £ (07) < П, es una órbita del punto 
4, € П, con la acción adjunta del grupo G с Usm. donde G е Um» 
en un conjunto de aplicaciones Ia. En el caso de 1а periodicidad or- 
togonal la afirmación análoga os justa para # (0,). aunque no hemos 
utilizado este hecho al demostrar el teorema. 

AFIRMACIÓN 1. El conjunto W = i (0,) sumergido (encajado) en el 
espacio П, es una órbita del punto і, < П, con la acción adjunta del 
grupo, G © 50а» en el conjunto de todas las aplicaciones Ma, donde 

= J Qe е Oy. 

pratosmración. Basta con probar que para cnalquicr disco comple- 
tamente geodésico D* (z), donde = € Q, hay un elemento g € SOjgr 
tal, que se cumplen Jas igualdades: gJ, = Jag (1 < s < Т) y grg? = 
= Ја. Consideremos g Є 50а, 7, = Jag (1 < 5 < 1); entonces 
EQ’ с Qa у (80507) П Qs = gJag?, ез decir. gD5 (x) g = 
= D’ (gzg"3). Sea R'ol subgrupo de todos los elementos g € 50, 
tales, que gJ, = Jag (1 < 5 < 7), y sea р (g) = д/а! una proyec- 
ción natural p: R -> ©. Consideremos en el grupo ХО, un despla- 
zamiento g— Jag. Sean g Є А, g = exp А, A € 7.Н. Puesto que 
gl, = Ju, luego AJ, = J,A. Entonces es fácil ver que Jeg anti- 
conmuta con J, (1 << 5 <7). es decir, Jag € Qa, SR Qa. Y vi- 
ceversa, sea /ӊехрА Є entonces AJ, = J,A (1 5 57), о 
bien gJ, = Jag. donde g = oxp А (o sea. g € R, JuR > Qy). De 
aquí obtenemos: ©, = JR. Por eso la proyección pos un difeomor- 
Пошо у para cualquier z € Q, hay un elemento g € R tal, que = 
= gJug La proposición queda demostrada 

CONCLUSION Se deduce de los teoremas más arriba demostrados, 
que el mecanismo dol surgimiento de la periodicidad unitaria, lo 
mismo que la ortogonal, es el mismo y el resultado definitivo depende 
del hecho de en qué espacio consideramos una funcional multidi- 
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mensional de Dirichlet; en el caso del espacio de las aplicaciones do 
los discos bidimensionales obtenemos la periodicidad unitaria, y en 
el caso del espacio de aplicaciones de los discos octadimensionales, 
la ortogonal. 

Sería interesante obtener una demostración directa de estos dos 
teoremas, Ja cual no utiliza alguna información relacionada con las 
funcionales unidimensionales de acción y longitud. La demostración 
directa se deduciría inmediatamente del hecho de la contractilidad 
de un armazón (2m)-dimensional del espacio Tl, (respectivamente, 
de un armazón (r — 2)-dimensional del espacio 115) en el subespacio 
i (Um) (respectivamente, ¿ (0,)). que es el conjunto de los puntos del 
mínimo absoluto de la funcional de Dirichlet. Exactamente el teo- 
tivo de la contractilidad а nna funcional de acción 
(véase la teoría clásica de Morse еп un espacio de bucles) permite rea- 


lizar el paso: st -y (60, „) ели. (Fly). Aún no existe minguna afir- 
mación análoga рага Jos problemas de variación multidi mensionales. 
Esto está ligado con las dificultades que surgen con estudiar Jos pro- 
blemas multidimensionales de stipo de Plateau», cuando una funcio- 
nal multidimensional puede degenerarse en ciertos subconjuntos do 
medida positiva, que se contienen en subvariedades oxtremales. 


§ 26. Teoria de Morse y algunos movimientos en el problema 
plano de n cuerpos 


En este parágrafo examinaremos algunos movimientos del pro» 
blema plano de n cuerpos. Como se sabe. es posible considerar en una 
primera aproximación que los planetas reales del sistema solar se 
mueven еп un plano llamado plano de la eclíptica. El centro de las 
masas de Lodo este sistema es posible considerarlo con elevado grado 
de exactitud coincidente con la posición del Sol. El movimiento del 
sistema está dirigido por el potencial de Newton conforme a las leyes 
de la mecánica clásica. Como siempre, el movimiento de) sistema se 
determina con los dados iniciales: hay que definir las posiciones de 
las masas gravitantes y sus velacidades en un momento inicial del 
tiempo. Es hien conocido que las soluciones generales de este sistema- 
son muy complicadas (por ejemplo, según el teorema clásico de Bruns 
— Poincaré, el sistema no admite integrales analíticas de movi- 
miento sobrantes). 

Sin embargo, a pesar de la complejidad del problema general. 
es posible destacar algunas subclases naturales en la multitud de 
todas las soluciones que admiten una descripción bastante simple. 
Una do estas subclases es así llamadas «soluciones del sólido», o sea, 
tales soluciones particulares, con las cuales el movimiento de todo 
el sistema de los cuerpos se representa como un giro simultáneo, de 
todas las masas del sistema en el mismo ángulo en el plano de la eclíp- 
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tica. En otras palabras, todo el sistema como un sólido gira en torno 
1 зи centro de masas; en este caso particular no se cambian las posi- 
ciones mutuas de todos los cuerpos del sistema y no dependen del 
tiompo. A tales soluciones periódicas so las llaman a veces en la lito- 
ratura especializada «trayectorias circulares». Un hecho notable es 
la circunstancia de que la descripción de tales «soluciones del sólido» 
del problema de п cuerpos se reduce a la descripción de los puntos 
¿ríticos de ciorta función de Morse, adomás, la información topológica 
relacionada naturalmente con las funciones de Morse sobre las varie- 
dades suaves (véase más arriba), permite hacer importantes declara- 
siones cualitativas sobre la estructura geométrica de estas soluciones 
circulares. Por ejemplo, es muy interesante el problema: cuál es la 
configuración formada en un plano bidimensional рог n cuerpos del 
sistema movientes en correspondencia con la «solución de sólido» 
del sistema. Está claro que no toda configuración ni mucho menos 
де n puntos sobre un plano puedo generar las trayectorias circulares 
del sistema. Como resulta, tales configuraciones singulares se deter- 
minan con un juego de las masas de los cuerpos del sistema y en el 
caso, cuando todas las masas, salvo una, son iguales, se definen con 
ciertos grupos discretos de simetrías. 

A tales configuraciones so las llaman a vecos equilibrios relativos 
dol sistema. 

Ahora pasemos a plantear el problema exactamente. El probloma 
plano de п cuerpos de la mecánica celeste se determina completamente 
соп un juego de n números reales positivos My. ту... ., Mn. Vamos 
a considerar, que todos los т cuerpos se representan con п puntos de 
un plano bidimensional euclideo. Sea que el origen de las coordena- 
das, el punto 0, coincida con el centro de las masas del sistema de n 
cuerpos. Demos la posición de cada j-ésimo punto en un plano con 
una coordenada compleja z; = z; + буу; puesto que 0 es un centro 


de las masas del sistoma, tenemos una relación: У) т2у = 0. Do tal 
fi 

manera, nn espacio configurado dol sistema es un subespacio lineal 

M?” — 2 (hiperplano complejo) en un espacio cuclídeo С" = R”: 


UA (0, вета Ў ти,—=0}. 
ГЕЛ 


Un espacio de fase del sistema es un espacio fibrado tangente TM = 
= М X М (producto directo). 
La епогдїа cinética del sistema X es definida por la fórmula 


ко) 3 У тода. 
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donde v es un vector de velocidad, У) m¿v,=0, |v;| es la longitud 
=! 


euclídea del vector en el plano Й?, R%=RYX ... XR? (п veces): 

Consideremos en un espacio configurado del sistema un subcon= 
junto singular consistente en un juego de Jos hiperplanos «bisectores», 
precisamente: 


Ау (és з 2) EC la ==) А= А 


La energía potencial del sistema se da como una función en un espacio 


configurado MNA, donde 
У, oen а) = 2 тт 


mmy 
Taci 


De manera que las ecuaciones ИГОРА de Nivon ioa campo 
vectorial X ел un espacio fibrado cotangente 7 = 7 (MN A). El 
espacio configurado del sistema es (MN А), y el espacio de faso es 
T* (MAA) 

La energía completa E: 7 — R? зо define por la fórmula: Е = 
= K + V. Tenemos en las coordenadas (z, v): Е (z, v) = K (v) + 
+ V (2); la función Æ (z, v) definida en 7* (MN A) es la primera in- 
tegral del flujo X, es decir, la función Æ (z, v) es constante en cada 
trayectoria integral (2 (t), v (0) del sistema X. A la par con esta 
integral el sistema X admito una integral más (no dependiente furi 
cionalmente de la integral Æ en los puntos de la posición general 
en 7 (MA A)) que es un momento de impulso designado por JY 
definido por la fórmula: 


А 
76, D=% mila, A vil, 


donde рог [2 Д vı] está designado un producto vectorial (o un pro- 
ducto exterior de dos 1-formas): 


211—104, donde 21= (24,1); v= (v}, 0) 


son coordenadas cartesianas de los vectores 2; y v; en un plano K», 
Consideremos еп R? una acción estándar de un grupo G = SI 
(giros en torno al centro de masas); entonces esta acción genera шпа, 
acción por coordenadas evidente en M с- Я?" = R? x E 
(п veces) también en un espacio fibrado tangente ТМ. Con esto un 
grupo G conserva (transforma en sí) los planos «bisectores» Дуу = 
= (z; = 2); por consiguiente, el grupo G queda invariantes a M/A, 
Т (МЛ), K, у, V, E, X. De tal modo. ol flujo X determina natu“ 
ralmente un sistema dinámico en un espacio cociente: T (MN А)/б = 
= Т ((MN 4)/G). Ya que es posible factorizar por acción los grupos 
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de alargamiento z — Àz en С”, entonces, definitivamente, podemos 


reducir el sistema a un sistema en T (СР"-1У Д), donde А es uw 
factor А por dos acciones más arriba mencionadas de los grupos: 
de rotaciones y de alargamientos. Esta factorización la utilizaremos 
más tarde, y ahora volvamos a un sistema inicial еп 7 (MN A). 

La existencia de dos integrales Е y J permite definir una aplica- 
ción 7: 1 => RÊ = Rè x RI por la fórmula: 1 (E) = (Е (8). J (8) € 
Є, donde E = (z, v) € T (MNA) = T. La aplicación J: 7 —> R 
es suave; consideremos un espacio fibrado de la variedad 7 en ins 
Кеше Iep = 1% (с, р), donde (с, р) ER”, E (E) = с, J (E)= 

Las preimágenes J.,p son (рага casi todos los puntos (с, р) € 
ЄЙ subvariedades suaves de codimensión 2 еп la variedad 7 = 
= T (MN A). Está claro de la definición de 7, que todas las superfi 
cies Zep son superficies comunes de nivel de dos integrales: Ё y Л 
y tienen (en los puntos de la posición general) una dimensión 4n — 
—4 — 2 = Ап — 6, ya que dim 7 = 4п — 4. 

гема 1. Las variedades Т.р son invariantes respecto a la acción: 
del grupo G = 8% y respecto al flujo X. 

La demostración se deduce inmediatamente de la descripción 
de la acción de Si en СУА y en T (CNA). 

Puesto que Г, (o sea, la superficie de energía constante Ё = 
= с y del momento de impulso УА р) ез invariante соп la acción: 
de 51, entonces está definido correctamente un espacio cociente 


Top = 1.15%. 

Uno de los problemas resolubles en los límites de la mecánica ce- 
lesta clásica consisto en dar una descripción de la estructura topoló- 
gica de las superficies 7.,p e ep. Ahora vamos a considerar trayec- 
torias circulares en el problema de п cuerpos. 


Sean fijadas las masas ту, ..., mn; entonces la configuración: 
z= (д, ..., Zn) (que es dada con las posiciones de los puntos: 
д, ...› Zn, donde Ути, = 0) se Пата equilibrio relativo (el con- 


junto de tales configuraciones se designa por R,). si la acción están- 
dar de Sl en R? (y, por consiguiente, еп €”) induce el movimiento 
z (t) = (zı (t), .... 2, (0), que satisface las ecuaciones del movi- 
miento de Newton. En otras palabras, cada punto z; circunscribe 
una circunferencia z; (2), conservando con esto las posiciones recípro- 
cas de los puntos т...., 

El conjunto А, с MR evidentemente, es invariante respecto- 
a la acción de 81 y la multiplicación por un escalar (о sea, respecto а 
Ја transformación z—»> Ас, À= 0), por eso está definido correcta- 
mente un conjunto Ф, de las clases de equivalencia en R, (dos confi- 
guraciones z y z' se consideran equivalentes, si es posible hacer coin- 
dietas modiante un giro ortogonal y la multiplicación Por un es- 
calar). 
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Resulta que con pequeños љ el conjunto Ф, puede ser descrito 
efectivamente (véase esto más abajo). 

Ahora pasemos a describir los equilibrios relativos por puntos 
críticos de una función V (potencial). 

Consideremos en М С С" <=?" un producto escalar (, ), 
que se da соп una forma simétrica X ($. n) = Ў) тиц (К es la ener- 
gía cinética del sistema); designemos por Sg = SF"! a una esfera 
unidad en A/ respecto a este producto escalar (, ): Sx = {z€ 
€ MIK (2, 2) =1). Con esto utilizamos el hecho de que AT es iso- 
métrica a cada espacio tangente suyo (utilizamos el hecho do que 
АУА es un dominio 2n-dimensional en un espacio lineal R?”), 
Por SuN A designemos a un complemento en Sg а los planos bi- 
sectores A. es decir, SNA = SgN (Sr N А). Notomos, que es posiblo 
describir las superficios de nivel Zep en términos de las variedades 
SA. En оосо, consideremos para un ejemplo un caso particular: 
ol movimiento del sistema por la superficio de nivel Zo, y, que tione 
valor nulo dol momento de cantidad de movimiento. Si J (2, v) = 0, 
tonemos: Em, (2, A г) = Em, (zhi — дїгї) = 0. De aquí se deduce 
la siguiente afirmación geométr 

vrorosicióx 1 (Smalo). En el problema plano de n cuerpos con las 
masas ту, .. ., т, el movimiento de un sistema dinámico con un mo- 
mento nulo de impulso es realizado por una superficie de nivel de dos 
primeras integrales E = с = const, J = р == 0. es decir, por una 
superficie integral Т, donde la superficie I- liene la siguiente es- 
tructura topológica: 

а) sí la energía E = с ев no negativa, entonces Т.о es difeomorfa a 
un producto directo SA X (5 УА) X 3t; la dimensión de Iso 
es igual a (2n — 4) + (2n — 2 — 1) 1 = ån — 6; 

b) si la energía E == с es negativa. entonces la superficie 1.0 es 
difeomorfa а un producto directo R!" х (5 к“): la dimensión 
de Ico es igual a ((2n — 3) + (2n — 2 — 1) = ån — 6. 

Las superficies {< p correspondientes a los valores constantes йе 
energía y de momento (уа con valores arbitrarios de с y p), también 
pueden ser descritas bastante simplemente еп los términos de algunos 
espacios fibrados de Riemann sobre el espacio SMA. Puesto que la 
estructura topológica de Г. no será utilizada en las siguientes cons- 
trucciones, omitimos esa descripción. 

Ahora formularemos un teorema básico del presente parágrafo. 

reonema 1 (Smale). Sea dado un juego arbitrario de las masas 
ту... My que define el problema plano de n cuerpos. Consideremos 
una variedad Sy: {К (2) = 1}; dim Sx =2n — 3, y consideremos 
sobre la variedad $ “А una función suave Vg que es una restricción 
en SNA с MNÀ del potencial V dado en М.А; sea el punto 2:6 
€ MNA tal, que K (z) = 1, о sea, es posible considerar, que z E SkN A. 
Entonces el punto z (configuración de n cuerpos) es un equilibrio rela- 
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two, si, y sólo si, z es un punto crítico para la función Vy en SNA. 
Puesto que los equilibrios relativos z y 2" = Az los consideremos equiva- 
lentes, entonces en cada clase de Ф, se tiene sin falta un punto z tal, 
que K (2) = 1, por eso los puntos críticos de la función Үз en la variedad 
Si А describen todo Dn, es decir las clases de los equilibrios relativos 
equivalentes. 

La demostración de este teorema será dada más abajo. Ahora 
presentemos (sin demostración) algunos resultados de un carácter 
clasificatorio sobre las clases de los eqmiJibrios relativos equivalentes, 

En el caso del problema de dos cuerpos (п = 2) so tiene sólo una 
clase do los equilibrios relativos equivalentes. Para tros cuerpos (n = 
=) se tienen cinco clases de los equilibrios relativos equivalentes. Dos 
clases se distinguon una de otra por la orientación y se representan géo- 
métricamente por los vértices de un triángulo oquilátero (llamado caso 
de Lagrange). Otras tres clases están formadas con los llamados oqui- 
librios relativos colincales (caso de Euler). Esto significa que todos 
tros puntos Zi» Zg, Zy se encuentran en una misma recta, y hay (гөз 
diferentes métodos de la posición de Jos puntos д, Za, 2, еп la rocta. 
los cuales satisfacen las ecunciones de movimiento de Nowton. 

Un problema no solucionado: ¿os finito el conjunto Ф, (es decir, 
un conjunto do clases diferentes de equilibrios relativos equivalentes) 
para cualquier juego de masas my, . . .. m,? En todos los ojemplos 
conocidos (examinados hasta el fin) el conjunto Ф, es finito. 

Pasemos a demostrar el teorema básico. Este es un corolario de 
un rosoltado general de la teoría de los sistemas de Hamilton. 

Sea ЛГ —variedad suavo— un espacio configurado de cierto sis- 
toma mecánico, sea T = 7.M un espacio de fase del sistoma; la energía 
cinética А ез posible interpretarla como una métrica de Riemann 
sobre la variedad 4. es decir, es posible comprender la forma K, 
como un producto escalar eu nn espacio tangente 7,31, La energía 
completa £ la escribamos de la forma Æ = K + Y. Considerando 
dadas todas las magnitudes arriba definidas, podemos con ayuda de 
los ecuaciones de Hamilton (o de Lagrange) determinar las ecuacio- 
nes diferenciales ordinarias en un espacio fibrado tangente (o cotan- 
gente), es decir, un campo vectorial suave en T = TV. Estas mis- 
mas ecuaciones se pueden interpretar como ecuaciones diferenciales de 
sogundo orden еп la variedad M (véase [1]. p. 1, cap. 5). 

Ahora supongamos que este sistema do Lagrango tiene cierlo gru- 
po configurado de simetrías. Esto significa que en la variedad M 
actía suavemente cierto grupo de Lie G que conserva la métrica de 
Riemann X y la energía potencial V (dada «casi por doquier» en la 
variedad M). En otras palabras, G es un subgrupo de un grupo de 
isometrías do la métrica de Riemann А; las condiciones arriba des- 
critas, significan que el grupo G conserva también un respectivo sis- 
tema de Hamilton (engendrado por К. V). En particular. el poten- 
cial V es constante en los órbitas del grupo G. 
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AFIRMACIÓN 1. Sean: М. K. У, б, un sistema mecánico con el grupo 
de simetrías G; М. un espacio configurado; K, la energía cinética (ella 
es una métrica de Riemann); V, un potencial en MN A, donde vol (A) = 
= 0; K y Y son invariantes respecto a G. Sea X Єз, donde ges un 
álgebra de Lie del grupo G. Al elemento X es posible interpretarlo como 
un campo vectorial suave X sobre la variedad М; designemos por pr 
las trayectorias integrales del flujo X, es decir, las soluciones del siste- 


ma z = X (2). Designamos con фі las trayectorias integrales de un es- 
quema mecánico inicial, es decir, las soluciones en la variedad M de una 
ecuación de segundo orden, definida por la energía completa E = K + V. 
Entonces la solución de чү, (2) coincide con la solución de фа (2) (0 sea, 
para todo t: ype (2) = q (2)) sl y sólo sl, el punto inicial z es un punto 
crítico de una función f sobre la variedad M, la cual es dada por la fór- 
mula $ (2) = V (2) — K (X (2). Para V=0 obtenemos la descrip- 
ción de aquellas geodésicas (de la métrica K), las cuales coinciden con 
las órbitas de la acción de cierto subgrupo uniparamétrico de un grupo 
de isometrías. 

La demostración de este hecho se deduce elementalmonto del 
hecho de quo nuestra condición es simplemente la condición do tan- 
gencia de un flujo de Hamilton en 7 (M) con el flujo X levantado 
en T (М). Ahora mostremos cómo se dednce de aquí el tooroma fun- 
damental de este parágrafo. 

A la par con la función V en Jf consideremos una función nueva 
Vp definida en el conjunto MAA y dada por la fórmula Vp (2) = 
= V (z) + p4K (2). donde p сх un momento de impulso. 

Hemos introducido más arriba el espacio Sg = {К (2) = 1); 
de la definición de M se deduce que MNO es difeomorfa а А+ X $g, 
donde сото А+ se designa un semieje real positivo; ol difeomorfismo 
buscado f: MNO => Sx X R*+ se da por la fórmula: 


у= (У 0): VKO ИКЕА. VKE Sk 


Es evidente que la restricción de la aplicación ў en el espacio МУ А 

transforma a MNA difeomorfamente еп R+ X (5 к^, Д). Conside- 

remos la función Vg on 5 “А сото la restricción del potencial Y 

en una subvariodad SENA = MAA; sea о (d) la designación del 

conjunto de los puntos críticos de una aplicación d. 
Demostremos las dos relaciones siguientes: 


А. o (Vp) =((t, 2) (МА) яе В* X (SNA) ж Со (Vs), 
= рУ (2) 


donde tER*, хЄ5к4А, 2=(t, 2). 
В. (ИКО) = (2= (t, х)є (МА) ~ А" У (SNA) TES (Уд), 


Y =У00)72К0(Х)}, 
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Notemos que зе cumplen las siguientes igualdades evidentes: 
K (2) = £ (véase la representación del punto z en forma (£ 2). 
Y (2) = V (t, z) = V (2)/t (véase la fórmula explícita para el pos 
tencial V (2) еп el problema plano de n cuerpos). Domostromos Ја 
relación А. 

El punto 2= (7, г) es crítico para la función V, si, y sólo si, 
son iguales a cero los derivadas parciales: ôV = 0, 0,V)=0 


donde д,= -Ž-, 9,=-2.). De aquí obtenemos: 
01 ӧх 


б, до, (роне) a (84) 


у р? 
=- 190, 
es decir, tenemos: £=—p*/2V (ш). Luego, calculando 9,V,(t, 2), 
obtenemos: 


AV (2) = (0V (а) + y (&)=-4- 00). 


Así, grad Vp (f, 2) = 0 si, y sólo si, 9,V (z) = 0 y 1 = —p°/2V (2), 
lo que demuestra la igualdad A. 
Demostremos 1а relación B. Claro que 


(V — K (X)) (2) = V (t, 2) — K (X (t, 2); 
de aquí obtenemos: 
OLUV (t, а) K(X (t. a=, [eK а, ауу] = 


— EELK (X (2))=0, dondo X (2) = ХИ, 2). 


Puesto que tE R+, o sea, t > 0, de aquí se deduce que: 


Luego calculando 9, (V — K (X)) (t. 2), obtenemos: 
ôa [ZEK (X (2) ] оуу) 100, [K (X (2))] = 0. 


Puesto que el campo vectorial X está engendrado por un elemento X 
del álgebra do Lie de un grupo de isometrías, entonces el campo X 
conserva (con exactitud de un multiplicador escalar) una métrica 
de Riemann K. De aquí se deduce que д„(Ж(Х (а) = 0. Así, defi- 
nitivamonte, д, У (z) = 0. 

La condición: grad (V — X (X)) (t. z) = 0 se cumple si, y sólo 
si, # = —V (2)/2К (X (a); ôx (V (2)) = 0. La última condición 
significa, que атаб. V (æ) = 0. donde V (т) = Vs (z) os una res- 
tricción del potential V de la variedad A/N Д en la subvariedad Sy A, 


292 Cap. 2. Puntos criticos y homologías 


Así. ambas igualdades A y B quedan demostradas. 

Demostración del teorema 1. Sean z = (t. х) y K (2) = 1. En 
tonces el punto z es, en virtud de la afirmación 1, un punto, por el 
cual pasa la Órbita de cierto subgrupo uniparamétrico de un grupo de 
isometrías coincidiente con una trayectoria integral del sistema di- 
námico, sólo on el caso cuando el punto z es crítico para la función 
V (2) — K (X (2)). En virtud de la igualdad В, el conjunto de los 
puntos críticos de la función V — K (X) (donde К (2) = 1) coincide 
con el conjunto de los puntos críticos de la función Vs ер SKN A. 
Pero los puntos críticos descritos en la afirmación 1 engendran ór- 
bitas que pasan por ellos (circunferencias) de los grupos uniparamé- 
tricos de isometrías. En el caso del problema plano de п cuerpos estas 
órbitas siendo trayectorias integrales del sistema dinámico dan un 
conjunto de posiciones de equilibrio relativo del sistema. Rouniendo 
por último toda la información obtenida, vemos que el punto 2 € 
€ MNA, К (2) = 1, es un equilibrio relativo si, y sólo si, es un punto 
crítico de restricción Из ел SNA del potencial V. Así queda 
demostrado complotamento el teorema 1. 

Ahora podemos pasar a examinar una clase especial de los equi- 
librios relativos, los llamados equilibrios relativos colincales, es 
decir, tales que todos Jos т cuerpos se encuentran on ol plano en una 
recta. Calcularomos el número exacto de tales posiciones espaciales 
rio para un ж arbitrario, utilizando la información obtenida 
más arriba sobre los puntos críticos de la energía potencial. 

ткокемаА 2 (Mullton). Para cualquier juego dado de masas My, . 
..., mn еп el problema plano de n cuerpos, siempre hay ezaclament 
nil? clases de equilibrios relativos colineales del sistema, es decir, hay 
21/2, clases de equilibrio relativo cuando todos los puntos 24 (que dan las 
posiciones a los cuerpos del sistema) se encuentran en una misma recta 
que pasa por el centro de las masas, y en el proceso del movimiento esta 
recla gira en torno al contro de las masas (origen do las coordenadas); 
con esto, cada punto circunscribe una trayectoria circular (circun- 
forencia con centro en el origen de las coordenadas). 

Sea que en un plano del sistema Я? se escoge una recta l. Bla 
define univocamente el subconjunto M, с M de aquellos puntos 
я = (81, - + .» 2n), para los cuales todas las coordenadas z; pertenecen 
а lo recta І. Lo mismo que antes, destaquemos un subconjunto А 
de planos bisectores y construyamos los siguientes subconjuntos: 
Sı = Sp ПМ. SA = SN (81 N A). Consideremos la acción «de 
una circunferencia 51 en un conjunto S s evidente que el conjunto 
$, queda en su sitio sólo con girar el plano en un ángulo л. Por con- 
siguiente, on el conjunto 5; actúa de modo natural un grupo de зе 
gundo orden 7,. Consideremos el espacio cociente Si/Z,, donde! 
es una recta fijada anteriormente en un plano bidimensional. Үг 
que la fijación de tal recta define unívocamente en cada recta com- 
pleja (o sea, en el plano real bidimensional) en £"-l, que pasa por 
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el origen de las coordenadas, cierta recta real, entonces cl conjunto 
de todas estas rectas reales (surgidas al considerar todas las rectas 
complejas) se identifica de manera natural con un espacio real pro~ 
yectivo, que da el siguiente difeomorfismo: 5/2, = АР", En 
este caso, es posible considerar la inmersión más arriba descrita de 
cada recta real en una correspondiente recta compleja como la «com- 
plejificación» de esta recta real, es decir, 1а" inmersión 5/2 = 
= RP""2>»CP"-*, surgida al pasar de la recta / al plano RI, 
coincide con una inmersión estándar de un espacio real proyectivo 
en un espacio complejo proyectivo. Consiguientemonte, surge una 


inmersión inducida RP" (А f RP"-3) > CPI А, Conside- 
remos en CP%-2 А una función suave V:CP”™-2x А + R* inducida 


por un potencial V: MN A—R?, donde А = A/SL. 

Lema 2 El número de clases de equilibrio relativo es igual стасіа- 
mente al número de puntos críticos de una función suave Ў: CPI 
УА > RA 

Demostración. De la definición de clase (véase más arriba), se 
deduce que cada clase delos equilibrios relativos es definida unívo- 
camente por un equilibrio relativo normalizado contenido en ello, 
y estas posiciones en virtud del teorema 1. corresponden univocamente 


a los puntos críticos de la función V. Con eso, utilizamos el hecho de 
que al girar un plano bidimensional, el equilibrio relativo pasa una 
vez más a ser equilibrio relativo, o sea, las transformaciones orto- 
gonales transforman la clase de tales equilibrios en sí misma. 

AFIRMACIÓN 2. (Smale). Las clases de equilibrios relativos colineales 
están en una correspondencia hiunivoca con los puntos de la función 
suave V: CPI A —+>Ri, los cuales se encuentran en una subvarie- 
dad R (PENA NRP") с СР"-®Д с СР"-2 (а inmersión 
(encaje) estándar ha sido descrita más arriba). 

DEMOSTRACIÓN. Si el equilibrio relativo (es decir, Ja configuración) 
dado рог un juego de números 2 = (21, . . ., Zn) es colineal, entonces 
lodos esos números complejos se encuentran en una misma recla, 
y mediante una transformación ortogonal de un plano bidimensional 
es posible trasladarlos a todos a una recta destacada (y fijada) 1 € 
ER? = С!. Con eso, por un lado, no hemos salido de los límites 
de la clase de los equilibrios relativos colineales y, por olro lado, 
sultamos estar en un punto crítico de restricción de la energía poten- 


cial en una subvariedad real RP?2x(Á NRP"), sumergida de 


una manera estándar en CP" Д. La afirmación queda domostrada. 

De este modo, para describir equilibrios colineales basta con des- 
cribir todos aquellos puntos críticos del potencial, que se encuentran 
en una subvariodad real, o sea, en un subespacio real proyectivo. 
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Para describir tales puntos es conveniente examinar todos los puntos 
críticos de restricción del potencial en esta subvariodad real. En el 


caso general, claro. el punto crítico de restricción de la función en la 
subvariedad de ningún modo tiene que ser también un punto crítico 
de la misma función en toda la variedad abrazante (lo inverso, claro 
está, es justo). Sin embargo, como ahora vamos a demostrar, en el 
caso concreto dado hay una correspondencia biunívoca entre los 
puntos críticos de restricción del potoncial en un subespacio real у 
los puntos críticos de un potencial «completo» encontrados en este 
subespacio roal. = 

AFIRMACIÓN з. Si 2 ERP™2N (А [| RP"*) es un punto crítico 


de restricción del potencial Ў en la subcariedad RP" (Ñ f RP") с 
UPA, entonces este punto т es crítico también para un potencial 
«completo» Vi СР"-2У + Ri, 

Demostracion. Consideremos las masas fijadas ту, ... Mn Y 
un potencial V (с) = —Yymm;/ | zı — ту |. Entonces se tienen las 


fwj 
siguientes fórmulas:J1) la primera diferencial de la función V es 


igual a 
II тте 45 1—9)» 
=; 


0—2) 1 


donde v Є М; 2) la segunda diferencial de la función У es de forma 


а (2) (р. ш) =— Y тк (тае —*# Y) 


— ¿00 10,10) =Q: (0, ш), 


donde v, w € M. Aquí por (+ ) se designa un producto euclideo es- 
calar do los vectores en un plano Rĉ; 3) la segunda diferencial de la 
contracción de la función V en 5 к“ А es igual а 


Ау lis na) (2) (v, w) = Q; (р. 10) +V (2) K (o, ш). 


Aquí con К se designa la energía cinética del sistema, considerada 
como un producto escalar, definible por las masas dadas My, . . .. Mn 
Todas esas fórmulas se obtienen por el cálculo directo, consistente 
en la diferenciación sucesiva en las coordenadas locales cartesianas, 
por eso omitimos los detalles, dejando la verificación de las fórmulas 
indicadas al lector. 

Para cualquier о; € R* hacemos v, = (ví; vi), donde vi €l y 
vi € 1 on el plano Rè. Entonces es posible escribir para el vector Y 
la descomposición: v = (4, р"), donde о = (и. - - -» Y). La des- 
composición dada tiene lugar para cualquier vector v € M. Si 26 
ES; < 5к, 26 А, entonces Т,$к = {v € M; из}; Т,5 = {v' € 
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E Mi: y” -L Z}, donde en la variedad M se fija el producto escalar К, 
dofinible por las masas dadas de los puntos del sistema. Si v € 7,S x 
yv = (o, v”), entonces v' € T.S}, puesto que К (v, 2) = K (v, а). 
Do las fórmulas 1)—3) arriba obtenidas se deduce, que si z € 51А. 
vE Т,5 к, luego dV (2) (w) = dV (2) (v'). Pero entonces, de la igual- 
dad àV (2) (v) = 0, obtenemos que dV (2) (0) = 0. Esta última 
igualdad demuestra muestra afirmación. 


LEMA 3, La variedad RP". (А (| RP""2) tiene п\/2 componentes 
de conexión lineal. 

DEMOSTRACION. Esta afirmación geométrica se deduce de la de- 
finición de los planos bisectores. En efecto, fijemos el punto z = 
= (д, - + ++ n) € SNA y consideremos que д, <... < Zn, 2, ER 
{соп esto, utilizamos el hecho de que entre estas coordenadas no hay 
ningún par de números coincidentes). Ahora, sea dada una permuta- 
ción arbitraria о = (tj. ... ia) de los números (1, 2. ..., п). 
Aplicando esta permutación а las coordenadas del vector inicial 2 
lo pasamos a otro componente de la conexión lineal, por supuesto, 
definible unívocamente por la permutación dada (ya que para todos 
Jos vectores pertenecientes a un componente de conexión, la ordena- 
ción do las coordenadas del vector por su magnitud es la misma y se 
define por la permutación dada). De manera que el conjunto S\N А 
se compone de п! componentes de conexión, por consiguiente, el 


espacio cociente АР" (A П RP”) consta en n /2 componentes. 
El lema queda demostrado. 

LEMA 4° Si el punto 3 € RP" (А RP"") es un punto crítico 
de restricción del potencial V en RPY2xX(A f RP"-"), entonces el 
punto z es un máximo no degenerado. 

DEMOSTRACIÓN. Aprovochémonos de la fórmula 2) arriba obtenida. 
Entonces, evidentemente, de ella se deduce, que para la función V: 
SNA — R la segunda diferencial ФУ | (six a(z) es una forma de- 
finida negativamente, lo que demuestra el іста. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA SOBRE LOS EQUILIBRIOS COLINEALES De 


la fórmula explícita que defino el potencial Y, so deduce, que esta fun- 
ción tiende a —oo, en cuanto el punto z tiende al conjunto A; esto sig- 
nifica que en la frontera de cada componente de conexión lineal del 


conjunto RP"-*x (А f RP"-=") la función Ў tiendo a —co, y por 
eso tiene en cada componente un máximo. Se deduce inmediatamente 
de Ja teoría de Morse que no pueden haber dos puntos críticos en cada 
componente de la conexión lineal, puesto que cada uno de esos puntos 
sería un máximo no degonerado y esto engendraría, por lo menos, 
otro punto crítico más de ensilladura que no sería un máximo local. 
La contradicción obtenida demuestra que cada componente tiene 
exactamente un máximo no degenerado (y que no hay más puntos 
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críticos). Puesto que conocemos el número de los componentes, igual 
a n!/2, con esto termina Ја demostración del teorema. 

Del teorema demostrado resulta evidento que la propuesta sobre 
el carácter lineal de todos los cuerpos dol sistema (la posición de 
ellos өп una misma recta) ha sido muy importante en algunos lugares 
sustanciales de Ja demostración; exactamente esto nos permitió 
calcular por completo el número de tales posiciones de equilibrio. 

Pero si volvemos a un problema más general sobre el cálculo del 
número de clases de los equilibrios relalivos (sin las condiciones de 
colinealidad), debomos poder describir los índices y el número de 
los puntos críticos del potencial ya no en un espacio proyectivo real 
sino ол un espacio complejo, lo que representa un problema mucho 
más difícil. 

Un grupo de rotaciones 51 actúa en 5 к, dejando invariante un 
conjunto singular А y el potencial V (véase esto más arriba). Como 
ya hemos visto, un espacio cociente SgS” so identifica de una manera 
natural con un espacio complejo proyectivo en СР"-°. y es posiblo 
considerar el conjunto singular А = A/S? (en CP”-2) como nna reu- 
nión de subespacios complejos proyectivos. De nuevo vamos a con- 
siderar la función V: СР”-2У А — R, inducida рог un potencial 


inicial V. 
'нтрОтВз1з. Para casi todos los valores de las masas (т, . . .. Mp) 


en el problema plano do n cuerpos. el potencial Y inducido por un 
potencia) inicial У as una función de Morse. es decir, todos los puntos 
críticos de esta función suave son no degenerados. 

Esta hipótesis por ahora no está demostrada ni refutada, Su papel 
consiste en que ella ha surgido de la pregunta de si es finito el número 
de clases del equilibrio relativo (para casi todos los juegos de masas). 


Es posiblo demostrar (omitimos la demostración), que la función Y 
no tiene ningún punto crítico en cierto entorno abierto de un con- 


junto singular À en la variedad CP”-*. De aquí. si es justa la hipó- 
tesis arriba formulada, se deduce inmediatamente que el número de 


puntos críticos de la función У, es decir, el número de las clases de 
los equilibrios relativos, es finito (para casi todos los juegos de las 
Masas). 

Indiquemos otro corolario de la hipótesis. Si ésta os justa, enton: 
ces para casi todos los juegos de las masas es posible estimar el nú- 
mero de clases de los equilibrios relativos de la siguiente manera, 
Confrontemos а cada equilibrio relativo un número no negativo, el 


índice del punto crítico (de potencial inducido Ӯ), correspondiente 
a esta clase de equilibrios relativos (véase el teorema más arriba). 
Entonces, las cantidades de clases de los equilibrios relativos con 
índice dado son conexas según las correspondientes desigualdades de 
Morse (véase la teoría elemental más arriba) con los números de Betti 
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(es decir, con los rangos de los grupos de homologías reales) del es- 
pacio СР"-2У, А. En particular, los grupos de cohomologías bastante 
ricos del espacio СР"-2^, А permiten demostrar Ја existoncia de las 
clases no triviales de equilibrios relativos. El anillo de cobomologías 


del espacio CP"*xÁ se puede calcular en forma explícita (Arnold), 
a saber, este anillo es isomorfo a un anillo de cohomologías de un 
espacio topológico bastante simple X, un producto directo del ramo. 
de dos circunferencias por el ramo de tres circunferencias por el ramo 
de cuatro circunferencias etc., por el ramo de n — 1 circunferencias. 
En forma oxplícita el polinomio de Poincaré del espacio CP А 


п-1 
tiene la siguiente forma; [] (1 + at), es decir 
ame 


нч (СР=® з, у= Н* ((5\ V 5) х (St V StV 8) x 3. 


CAPITULO 3 


<COBORDISMOS Y ESTRUCTURAS SUAVES 


$ 27. Números característicos. Cobordismos. 
Ciclos y subvariedades. Signatura de las variedades 


I. Planteamiento del problema. Nociones sencillas sobre los 
<obordismos. Signatura. 

Considoromos aquí algunos problemas de la teoría de las varieda- 
des suaves, utilizando el aparato desarrollado en los capítulos ante- 
riores. 

1. PROBLEMA SOBRE EL COBORDISMO. Sea dada una variedad suave 
cerrada М". ¿En qué caso ésta es frontera de una variedad suave 
compacta con borde M" = 9W"+? La pregunta análoga si ambas 
М" y W™ se suponen orientables. 

2 PHOBLEMA SOBRE LA REALIZACION DE LOS CICLOS MEDIANTE LAS 
SUNVARIEDADES. Sean х € Hi (M";Z) o y € Hi (M";Z,). ¿En qué caso 
so hallará una subvariedad cerrada Mt ст A7" ropresentante;del ciclo 
y (0 x, зі M' está orientada)? 

3. ¿QUÉ CICLOS SON IMÁGENES CONTINUAS DE LAS VARIEDADES? Sean 
z EH, (X; Z)o y Н, (X, Za), elementos de homologías de algún 
complejo colular X. En qué caso se hallará un «bordismo singular» 
(Mi, f). o sea, la variedad М! y una aplicación f: Mi — X tal, que 
Fe LM += y (o fẹ EMi] = z para la variedad orientable Л/71)?. Pre- 
guntas análogas se formulan para el caso relativo. 

Sean z € Hi (X, У; 2) о yGH, (X. Y; Za). Hay que hallar la 
variedad МА con el borde Wi-1 y la aplicación de los pares f: (MÍ, 
МУ) > (X, Y) tal, que fẹ [M', Wi] = y (о т en el caso orien- 
table). 

Se definen de manera natural los grupos de los «bordismos singu- 
lares»: el bordismo singular es un par (M*, f), como está descrito más 
arriba, donde M“ es una variedad cerrada. Æl ciclo es una combinación 
lineal formal do los bordismos singulares. > 

La película singular os un par (W?, f) donde И? es una variedad 
<on borde. La frontera de la película singular es un ciclo singular. 
El grupo cociente de todos los ciclos ¿dimensionales (bordísmos 
singulares) por las fronteras de las películas (і + 4)-dimensionales 
es un «grupo de hordismos» y se designa por О? (X). Los grupos О? (X, 
Y) se definen por analogía: los ciclos son aplicaciones de las varieda- 
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des con borde, donde la imagen de la frontera se encuentra en Y ст 
< X, y las películas se introducen de manera natural. 

Basando еп la clase de las variedades orientables y películas se 
construyen análogamente los «bordismos orientables», los cuales se 
designan por 07° (Хуу Q9 (X, Y). Se tienen las aplicaciones evi- 
dentes 

Q (X) HA Za), 
R(X, Y) >H (X, Y; 2,), 
Ө (X) >Hi (X; Z), 
O (X, Y) >H (X, У, 23). 
Por su propia definición, los grupos О? y 2% son invariantes 
lhomotópicamente. Los grupos О? у QÍ pueden resultar ser no 
triviales para un espacio contractablo X (o punto). Estos grupos 90 
у ОЎ se laman grupos de enbordismos clásicos. El producto directo 
de las variedados introduce en ellos una estructura de los anillos 
anticonmutativos: 
BLR  ху==ул, 
050000 с 090. лу=(—4) yz. 


En los grupos 90 = У) 2 os justa la identidad 
— 


2z = 0. 
Esto se deduce, evidentemente, de la igualdad 
д(М* х Ту= M'Y M'=2M'. 


Tomando en consideración la orientación. obtendremos еп 080 = 


> О? 
о 


д(М* x = мум. 

Esto significa que la variedad соп la orientación opuesta da un ele- 
mento inverso en los grupos 2%”, ya que la suma es dada por una 
rounión formal de variedades. 

Datos elementales: 

a) =Z, 050 
057—0; 
O (vemos de la clasificación de las superficies, que todas 
ре талаша orientables M? se hallan en R* y acotan el entorno 


зоо Сар. 3. Cobordismos y estructuras suaves 


Caleulemos los grupos ОЎ, 
Lema 1. Si la variedad cerrada М“ ез un borde, o sea. si М 
entonces su característica de Euler es par: у, (М) = 2m. 
DEMOSTRACIÓN a) Sea { = 2К +1 Entonces у (М9) = 0 en 
virtud de la dualidad de Poincaré en las homologías. b) Sea que 
= 2k. Consideremos la duplicación 


дуун 


yaa wan y wan, 
мч 
Se deduce de la definición de y, mediante Ја triangulación del com- 
plejo: 
хуу) = 04 01, 


donde L = X NY. 
Obtenemos: 


O= х (Ин) = 2y (И/®*+ч)у— у (M>). 


El lema queda demostrado. 
Puesto que x (3P?) = 1, obtonemos: 


АР2 5 ôW, 90520. 


Es fácil de construir una película W° tal, que 917 = K? (superficie 
de Klein). (¡Hállese esta películal) Sabemos de la clasificación de 
las superficies (véase $ 3): cualquier variedad cerrada bidimensional 
no orientable es bien АР? + (asas), o bien К? + (asas). 

De aquí se obtiene ol resultado: 


О? = Z, (elemento básico IRP*)). 


Desarrollando la técnica geométrica es posible demostrar, que 
Оў = 089 = 0 y QÊ? = Z (Rojlin). Obtendremos estos resultados, 
lo mismo que muchos otros, de la teoría (de Thom) que utiliza los 
métodos homológicos expuestos más arriba. El desarrollo del lema 1 
es el siguiente 

LEMA 2. (Pontriagnin). a) Si la variedad cerrada M' es un borde 
en la teoría de los O-bordismos 90, entonces todos susnúmeros caracteris- 
ticos estables (es decir, las clases características estables de dimensión. 
1) son iguales al cero de módulo 2. 

b) Si la variedad cerrada orientable M' es un borde en la teoría 
de los SO-bordismos (o sea, borde de una variedad orientable W!+%; 
entonces complementariamente todos sus números característicos estables 
(es decir, las clases de dimensión i) en las cokomologías sobre un campo 
de los números racionales Q son iguales а cero. 

DEMOSTRACION. El espacio fibrado tangente (por ejemplo, con ayu- 
da de la inmersión Mi RN, N — оо) se obtiene mediante una 
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aplicación tangencial enla base de un espacio fibrado universal (apli- 


cación gaussiana generalizada А -> Gn = ВО,). La clase carac- 

terística mod 2 es definida por cualquier elemento w ЄН* (Gi xi 

2) (compárese con [1], р. II. $ 25). Por definición, hacemos: 
М9) <= (0). 

Las clases características «estables» w € H* (BO;) se obtienen me 

diante la ió 


donde 2 E H* (ВО, ал). A: BO (1) > ВО (ё + 1). De modo análogo 
se define la noción de clase característica estable para BSO, BU, 
Вбр. És 

Si M' = 0W'+, tonemos w (Mi) = тўе (ш) = 10 (шу; 10 (Wi) 
= tí, (ш). Designamos la inmersión Mi > W"+* por j, La restricción 
dol espacio fibrado es de forma tw | ari = ¡Puy = Tar O 1. Sea que 
dim w == i. Entonces 


w (M0) == А ш) = }*му (W). 


Puesto que ja 1M/*] = 0, por cuanto M' = 9W+1, obtenemos 
para los productos escalares: 


(релй бо), 17%) — (ee б). ja AI) = О. 


De manera que cl punto a) queda demostrado. 

La demostración del punto b) es completamente idéntica a Ja an- 

terior con el cambio de las Z¿-homologías por las homologías sobre 

соп la consideración del hecho de que en un caso orientablo la 
igualdad jẹ [МЇ] = О en Н, (И) es justa en las homologías racio- 
nales. El loma 2 queda demostrado, 

Un ejemplo de la clase característica no ostable os y (Af'). Las 
clasos de Stiefol —Whitney ш, Є H° (АГ; Z) y todos los polinomios 
de ellas de dimensión i, así como tam! las clases de Pontriaguin 
рї є Н® (Mi, Q) y todos los polinomios de ellas de dimensión 
i (sù i = 4k) nos dan un juego completo de los números característicos 
estables para 00 у 2%. 

EJEMPLO 4, М = RP? aquí ш (2) = (1 +2 =1 + w2 + 
+ шу?, donde ¿€ А (RP? Z,) t0. Рог eso 140 y 0,40 
(mod 2). Empero el grupo О? = Z,. Por eso tenemos: 
=0 (mod 2). 

raempLo з. M* = ©Р?, la orientación es natural; aquí p (2) = 
= (1 +22 = 41 + p2. Por eso р, (СРУ = 3 (el polinomio de 
Pontriaguin р (2) está indicado en $ 9 para СР"), t€ М (СР?; 
Ñ). es un elemento básico del grupo Н? (СР?; Z). 
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EJEMPLO з a) 111 = CP*, la orientación es natural. Aquí p (2) = 
= 1 + ру? + py! = (1 + 1222)5 = 1 + 542% + 108%, l ез un elo- 
mento básico del grupo H? (CP*; Z) 

Para los números característicos obtenemos: 


рі = 25, р, = 10. 


b) M$ = СР; х CP} Aquí pé) = 1 + р + pa = (1+ 
+ 629 (1 + 1225) =1+3(4+€)2 4960, donde tE 
€ HI? (рі; Z), son elementos cos. 

Luego tenemos: (1)? = 0, (13% = 0, u? + €)? = 2130. Los nú- 
meros característicos son de forma 


= 18, p=0% 


Además de los números característicos hay un invariante inte- 
resante más de SO-cobordismo para las variedades orientables de 
dimensión 4k llamado «signatura» de la variedad. En virtud de la 
dualidad de Poincaré (véase el $ 15) en un grupo de homologías de 
dimensión media está definida una forma bilineal wnimodular con 
coeficientes enteros simétrica para las dimensiones 4% y antisimé- 
trica para Jas dimensiones 4k + 2 (por ejemplo, para superficies orien- 
tables con le = 0). Esta forma está engendrada por un «índice de in- 
tersección» de los ciclos en un grupo de homologías Нук (M*; Q) 
о por la multiplicación do los сосісіоѕ en un grupo H® (M*; Q) 5 
Haz (М; Q) 


te у) = (zy, 11%), 
z. y € H” (MY: Q), 
o (lo que es lo mismo) 
(x.y) =Z e y (índice de intersección), 
ж, Y ЄН» (MA; O). 


.  DEriyiciON 1 La diferencia del número de los cuadrados positi- 
vos y negativos de la forma indicada en un grupo Ha (M%;Z) 


А 
38 Паша signatura» de la variedad. Al cambiar la orientación M> 
> —M* la forma y la signatura cambian el signo. La signatura se 
connota соп т [Л]. 


LEMA 3. (Rojlin). La signatura de una variedad limitativa es igual 
a cero y define correctamente la forma lineal 


+:О—7. 


PROBLEMA t Demostrar que la siguatura del producto directo de 
las variedades es igual al producto de las signaturas. 
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De este modo obtenemos un homomorfismo de Jos anillos 
2:090 у) oz, 
& 


donde х(1)=1, 09-50, si i no es divisible por 4. 
DEMOSTRACION DEL LEMA 3. Por causas triviales, la signatura de 

una reunión no conexa de variedades, es una suma de signaturas. 

Demostremos que la signatura de una variedad limitativa es igual 


a cero. Sea M% = дИн, Designemos por j la inmersión М -> 


2 Ws, Tenemos jẹ [1%] = 0 en el grupo Н (W%+; Q). Si 
dos cociclos х, y se obtienen mediante la restricción de los cociclos 
E, y EH” (WY%+; Q), entonces (z, у) = 0. Realmente, si х = 
== j* (2), y = j* (y), entonces 


(a, y == (ху, (Мр) =(3* (29), IMA) = 


» Ja ЇМ*]у== 0. 


(Para los ciclos Z, y esto significa un hecho evidente: si ambos ciclos 
son homológicos a сего en W%+2, entonces el Índico do intersección 
do los mismos es igual a cero.) Demostremos que la dimensión de 
un subgrupo j*H® (WY%+; (0) с МА (МА; Q) es igual exacta- 
mente a la mitad de la dimensión del grupo ИЗ (41%; Q). Escriba- 
mos dos sucesiones exactas del par (M%; W+) en Jas cohomologías. 
y homologías racionales, recíprocamente duales, según Poincaré: 
нех (Wa) E н» (Ма) 2, Нк (урек, M) + 
ПРА ola А 
Hays (И, МӘ) Н (M°) 2 Н (W+) > 

En virtud dol operador de dualidad de Poincaré el homomorfismo 
j* pasa a д y el homomorfismo б pasa a ja. Por eso los operadores j* 
у ô son conjugados ontre sí, donde el grupo А+ (WA, ЛГА) os 
conjugado а FM (WAR) y el 4% (41%) es isomorfo а su conjugado 
(HR (М?%уу* = Hay (M%) con ayuda de una forma no degenerada 
de, у}. De aquí se deduce de un modo puramente algobraico la coin- 
cidencia de los rangos de los grupos Im j* e Im ô. En virtud de la 
exactitud de las sucesiones, el rango de la imagen Im /* es exacta- 
mente igual a la mitad del rango del grupo A% (11%: Q). Del ca- 
rácter no degenerado de la forma (т. y) y del hecho do la existencia 
de un espacio nulo Im j* de dimensión media, concluimos que т = 0. 
El lema 3 queda demostrado. 

Ya se ha mencionado más arriba que 980 = 2 (adelante será 
demostrado, que 980 9 Q = Q). En el ejemplo 2 ha sido calculado 
ol número р, (CP*] = 3 = 0. Notemos que т (СР?) = 1, ya que 
la forma (т, y) en el grupo A? (CP*%Q)= Q tiene la forma (т, 
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ж) == 1 (esto se deduce con evidencia de la ostructura del anillo 
H* (CP? Q), véase el $ 7). Puesto que т = 1, el elemento [СРЗ] 
no es múltiplo de nadie en el grupo 09 = Z y cualquier elemento 
æ Є 0 os de forma z = А. 1СР?]. De esto se deduce inmediatamente 
el siguiente corolario (fórmula de Thom—Rojlin): para cualquier 
variedad orientable es justa la fórmula 


TIMY = ура A. © 


Realmente, para СР? tenemos 
pi [ICP =3, tICPA=1. 


La magnitud p, — 3t es trivial para CP? y, de esta manera, para 
todos Jos elementos х Є 080, puesto que z = À [СР]. Basta con 
demostrar que 2 Ф 0 27 0. Más adelante calcularemos los grupos 
QF Ф 0 y obtendremos una generalización de la fórmula (ж), о 
sea, la fórmula de Hirzebruch. 

Es posible definir la signatura también para las variedades по 
cerradas, lo mismo que la característica de Euler, Efectivamente, 
si M = М es una variedad suave orientable con borde V = VY-1 = 
=... U Ум, entonces está definida, hablando en general, 
una forma dogenerada de interseccionesen un genpo de cielos Mar (31%, 
Q). La signatura de esta forma se llama signatura de la variedad 
т (А). Tiene lugar la siguiento «propiedad do aditividad» (Nóvi- 
kov—Rojlin). 

ADITIVIVAD рв SIGNATURA. Sean Mi" y M$", variedados suaves con 
bordes 


IMP=UV, 0MP=UW, 
E y 
y УЙ! = Wj*=1, Se tiene la igualdad 
Me au MP) = (Mi (205). 
De esa manera, la signatura es aditiva si existe una pegadura de 
«dos variedades a lo largo de un componente entero de frontera. Un 


hecho análogo es justo para la característica de Euler de las varie- 
dades de dimensión par: on efecto, 


LM Y ME) 4 MV 


donde у (V,) = 0, puesto que Т, es una variedad cerrada de dimen- 
sión impar. 
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Demostremos la aditividad de la signatura. Los grupos de lomo- 
logías 77, (M$) y Hon (278%) so presentan de la forma Ha, (M4*) = 
= А, © By B, = Im izq, donde iy: V, = W, М, з = 1, 2. 

La forma de intersecciones se concentra enteramente en un 
subespacio A, De manera que T(M*)=7(A4,). El grupo 
н, (М УШ; M$") se presenta de la forma 


Hy(M,UM)=4,04,0C,90C,¿90DOF, 
donde 
B,=C,0 D=Im Һе: Has (Уу) > Han (М), 
В,= С» @ D=Im ise: Н (И) На (Ma), 
ЕФС, © C, O D= Hn (V) = Hn (Wi), 
E= Ker ¿yy [l Ker izy с Hor (Vi), 
D=1m(Ho, Vo) — (Му Ma). 


El subgrupo // es isomorfo а la intersección 
F’ = Kor iy П Ker tsy © Hari (И) = Hana (И) 

con eso, dos películas еп M, у М, tendidas en un mismo ciclo de 
F’ с: Han, (Уу). juntas dan un ciclo del grupo F œ Han (M, U Ma). 
La forma de las intersecciones en el grupo Ha, GW, U Wa) es del 
tipo de matriz de bloque, donde а) C, Ф Сез elanulador de la form. 
b) en todos los espacios C,. С,. 2. F. іа forma por separado es trivial, 
pero los espacios F y D son conjugados entro sí; с) los subespacios 

i» Az son ortogonales entre sí. y con respecto a los demás conjuntos 
en virtud de esta forma. Verifíquense esos hechos sencillos, De aquí 
ве deduce 


(MU MI=1 (4) +1 (Apo 
Ve 
La afirmación queda demostrada. 


ТІ. Complejos de Thom. Cálculo de cobordi 
dulo de torsión). Fórmula de signatura. Realizac 
mediante subvariedades. 

Consideremos una variedad suave cerrada conexa В y un espacio 
fibrado vectorial $ con Базе en Z, con fibra 3” y con grupos G = 
= 0 (п), SO (п), U (n/2) y otros 

EE- B, Fall 


os (por el mó- 
n de Jos cielos 


Consideremos en tas fibras Jos vectores de longitud 21. El conjunto 
de ellos forma un espacio fibrado 2 — B con fibra - рес д", 
La frontera 2 es un espacio fibrado con fibra 5%-!, 

20-00126 
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DEFINICION 2. Se Шата complejo de Thom М (E) del espacio fibrado 
E un complejo cociente 


М ()= Ё/ӘЁ, 


donde 22 está contraído en un punto. 
LEMA 4. Se tiene el isomorfismo natural 


P: H, (B) =H ns (М (®)), 
НВ) =. Н" (M (Е)). 


donde ¿=> 0 es arbitrario y n = dim Р. Este isomorfismo es justo para 
las homólogías mod 2, si G = 0 (n), y para las homologlas sobre Z, 
Q, Zp, si G = SO (п). (Es obvio el isomorfismo Ф: para cualquier 
ciclo z en la base В el ciclo y (2) se define como una preimagen completa 
Ф (0) = p~ (z) mod 0£.) 
La demostración del lema 4 ya ha sido dada (véase el $ 17, le- 
ma 2) para la efectivización de las desigualdades de Morse en el caso 
de las variedades críticas. Recordemos que el isomorfismo « ез uno 
superposición do dos operadores de Ja dualidad de Poincaré 


$=D;Ds, 


apuntando además que Е es de un tipo homotópico В у H° (M (E) = 
= нч (Ё, ôE), q>0, 
Dp : Hą (B) + Н" (В), те іт В, 


Dy : Нч (Ñ Ноно (E. дЁ). 


i i 
н" (В) Шаһ (М) 


En las cohomologías del complejo de Thom А7 (E) hay una «clase 
fundamental» q (1) € H” (M (E). Además, еп el complejo М ® 
se encuentra la misma base B с M (E) como una sección nula del 
espacio fibrado &. Un espacio fibrado normal respecto a B en M (8) 
es ro RS E, y el complemento Af (Ẹ)N Е se contrae a un punto 

€ E. 

La Mhari aplicación de los complejos de Thom consiste en el 
establecimiento de la conexión de las clases de Stiefel Whitney 
w, € Н* (В; Z,) para cualquier espacio fibrado E con base В сот 
los cuadrados de Steenrod 59. 

DEFINICION 3. Se Пата clase w€ H‘ (B; Z,) al elemento q"!Sg'p (1), 


donde 
Ф: H° (B; Z:) > Н"* (M (8): Zo. 


Para establecer la conexión de esta definición con la dada más 
arriba hay que efectuar algunos cálculos en las cohomologías de los 
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espacios clasificadores H* (BSO (н): 2.) у H* (BO (п); ®#„). En el 
grupo O (п) se tiene cl subgrupo de las matrices diagonales D (т) = 
< 0 in) que son de forma 


+1 
hs al 
0 al 


D (n)=Z,X... X Z, De manera que se tiene la aplicación 
de los espacios clasificadores 


BD(n)=RPP х... x АР? -> BO (n) 
y la aplicación de cohomologías 
H* (ВО (п); 2) H* (BD (пу; Zo). 


PROBLEMA 2. Por analogía con el grupo U (n) demostrar los si- 
guientes hechos: la imagen Im ¿* coincido exactamente con los poli- 
nomios simétricos de 2, . . ., Zn: donde 0 34 z; € ИЧЕР"; Za) 
Por eso ¿* no tiene núcleo (mouomorlismo). 

Las clases de Stiefel— Whitney so obtienen como polinomios 
simétricos elementales 


ЫСА 


рповьвмл з. Con aplicación BSO (п) — BO (n) la imagen Im j* 
es un epimorfismo («aplicación en») en 2,-cohomologías, y el núcleo 
es engendrado como un ideal por el elemento w, € M? (BO (n); Za). 

PROBLEMA а, Consideremos los complejos de Thom do un espacio 

, 
fibrado universal E sobre ВО (п) y la inmersión BO (т) с M ($). 
Demostrar, que la aplicación 


J* : ATF(M (E); 2,) — Н* (BO (пу: 72) 


no tione núcleo y la imagen Im /* se compone de todos los polinomios 
de las clases w; divididos por w, € Н" (BO (n); Za). donde tte, = 
= тү... ду. Demostrar que /* (1) = w, y ут (еу) = Sql (10,) = 
= шш». En general. es justa la fórmula 


PG(7)=20— 
(demostrarlo). 
20+ 


зов Сар. 3. Cobordismos y estructuras suaves 


Obtener resultados análogos para H* (BSO (n); 2). Calcular 
Јаз operaciones Sg! en H* (MO (n); Za), por analogía con el $ 10. 
Examinar los grupos homotópicos 

a (ME), ¡<n—t, 
utilizando los resultados del $ 10, 

prosoma з Partiendo de la fórmula w; = ~ Sg'ọ (1), demos- 
trar que las clases w; € Hi (M"; Z) son invariantes homotópica- 
mente para las variedades cerradas, utilizando la conoxión de un 
espacio fibrado соп un entorno de la diagonal en M" х М". 

promtema 6. Para la clase w, que se anula si, y sólo si, la variedad 
os orientable, existe la fórmula 


Diwy=5, [M0], б: Hn (М, Z1) > Hn- (M", Zo), 


dondo б, es un operador en las homologís, descrito en el $ 3. Do- 
mostrar “esta fórmula indopendientemente del problema 5. 

Para la base В = BG para G = О (п). SO (п), U (1/2), SU (1/2), 
Sp (nlá) y para un espacio fibrado universal E con fibra R", el com- 
plejo de Thom Af ($) зо designa habitualmente con MO (n), MSO (n), 
МО (п/2), MSU (u/2), MSp (n/4). 

Si G = e (grupo unidad), entonces el espacio fibrado universal $ 
es trivial, la base BG = + (un punto), pero la fibra es R”. Obtenemos 


Me = 5". 


En particular, SO (1) = е у MSO (1) = S!. Luego: О (1) = (61), 
ВО (1) = RP” (о RP" рага N grandos); el espacio fibrado univer- 
sal y con un grupo O (1) es de forma de un espacio fibrado normal res- 
pecto а RP“ еп КРҮ+!: 


Е- RP“, fibra Р= А. 


Un espacio Ё del espacio fibrado con fibra D! = 7 consiste en los 
vectores de longitud <1 on la fibra, es una «cinta de Moebius» (véase 


И], p. 11, $ 2). La frontera 92 es una esfera 5% que cubre АР“. 
Por eso, el espacio de Thom M (п) es de forma 


M (m= МО (1)=É£/0E=RP"H >RP“ = В. 
Para @ = SO (2) tenemos de un modo análogo 
М80 (2) =CPH>OC0P>=B, Мо. 
mb 
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La claso fundamental en cstos casos es el elemento básico de los 
grupos 
u= q (1) € H! (55 Z) para MSO (1)= 5%; 


u= (1) H! (RP";Z,) para MO (1) =RP”; 
u=q(1) EH (CP";Z,) para MS0(2)=CP". 


Estos espacios son complejos del tipo K (л, n) paran = 1,2,л = Z, 
Za; el elemento и = q (1) coincide con el elemento fundamental 
del complejo K (2, véase el $ 

Tiene lugar el siguiente lema sencillo. 

LEMA 6. Los complejos de Thom М (E) son implemente conexos 
con п > 1. Sus grupos homotópicos más simples son de forma: 


y (ME)=0.  1<j<nm 
7», el espacio Jibrado es no orientable. 
м у= Z ] 
л» (M5) { 2. el espacio Jibrado es orientable, 


DEMOSTRACION. La partición celular M (E) se obtiene do una par- 
tición celular de la base Æ mediante la multiplicación por una cé 
lula (fibra) 

BEd + ф (о?) = рт! (07) =0"%, 


Además, hay una cólula de dimensión nula o° = A (E) oblonida de 


дЕ mediante la contracción en un punto. Por eso лу (1 (2) = 0 
para ј < л (no huy células en estas dimensiones). Sea que # tiene 
sólo una célula de dimensión nula (para una base Z conexa siompro 
es posible reducirla a este caso, como so mostró en cl $ 4); entonces 
en 11 (E) hay sólo una célula de dimensión n (es una fibra sobre un 
punto). Así, el grupo tn (17 (E)) es cíclico, Para un espacio fibrado 
по orientable en la base se hallará una curva cerrada (la cual puedo 
considerarse como una célula al), que invierte la orientación de la 
fibra. Para esta célula п! su preimagen P=" (01) = q (01) == оті 
es una célula en M (Ẹ) tal. que 


да"! = 20". 


Esto ев geométricamento evidente en un espacio fibrado sobre SL, 
Si el espacio fibrado es orientable, entonces las fronteras de todas las 
células p~' (05) en un complejo 27 (5) son iguales а cero. Por eso 
el ciclo [0"] es de orden infinito. El lema queda demostrado, puesto 
que Ma (W (8)) = n (M 48). 

Tiene lugar el siguiente teorema importante. 

TEOREMA | Los grupos de cobordismos ЧҮ, QS? sou canónicamente 
isomorjos a los grupos homolópicos estables 


Anti (MO (п) 90 у Ins (MSO (ny) = 05 
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para i< п — 1 (compárese con [1], p. II, $ 23, donde fue establecida 
la conexión entre los grupos Ttn+1 (S") = „+ (Me) y los cobordismos 
de variedades equipadas). 

DEMOSTHACIÓN. a) Consideremos una variedad cerrada АГ: < 
= R=, donde i< n — 1. Todas las inmersiones (encajes) W' c 
<= R"! son isotópicas (véase [4]. p. Il, $ 11). y el espacio fibrado 
normal a Mi еп R*** no depende de la inmersión, у lo designemos 
рог у. Surge una aplicación еп un espacio fibrado universal 


M'— BO (1), 
у, 


donde E es un espacio fibrado universal con fibra Я", El espacio del 
espacio fibrado v es un entorno de Mi еп А"! сс $"*, y su imagen 


cubre todo el cuerpo Ё. Prolonguemos esta aplicación en todo el 
complemento del entorno, de tal manera que todo este complemento 
se aplica on una célula 0% € М (8) obtenida mediante la contracción 


de 22. Obtonemos Ja aplicación de la esfera 
sb м(®. 


Esta aplicación es regular transversalmente en una subvariedad 
BO (n) © M (E) y /- (ВО (п) = М". La noción de la regularidad 
transversal a lo largo de la subvariedad ВО (п) с M (E) consiste 
en Јо siguiente: en cualquier punto = Є /-1 (BO (n)) la imagen del 
espacio tangente Re+i соп la aplicación lineal df es transversal res- 
pecto al plano tangente de la subvariedad ВО (n) с M (E) es decir, 
los espacios linoales df (R2*) y Tys, (BO (п)) engendran conjun- 
tamente todo el espacio tangente а М (E) en el punto f (х) (véase 
[1], parto (1, $ 10). 

Coloquemos el cobordismo (película) И", donde ôW = 
= М) MÍ, en el producto R”* x 7(0, 1) de tal modo, que Mi сс 
сх 0, Міс R™ 1 y Wi se apoya normalmente contra los 
bordes. Repitiendo la construcción anterior para un haz normal v 
a WHH aR" x 7, obtenemos la homotopía 


Six I (0, 1) = M (Ẹ)- 
Así, queda construida la correspondencia (homomorfismo) 
Rrap (MO (и). ї<п—1, 
De modo análogo se construye el homomorfismo 


QO nn, (MSO (n) ¿nr 
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b) Mostremos, que la correspondencia construida es un isomorfis- 
mo. Sea dado un elemento а Єл +; (МО (п)) representado por la 
aplicación, 

f: 5" — MO (п). 
Es posible considerar, si se efectúa una perturbación pequeña (véase 
[A]. р. II, $ 10). que la aplicación f es transversalmente regular a lo 
largo de la subvariedad BO (п) = МО (п). La imagen completa 
(BO (пу) = Mi es una subvariedad suave regular Mic RM c 
сс S"+i, La imagen de los n-planos normales respecto a Mi en RH 
con aplicación df es transversal a BO (п). Mediante la deformación 
elemental do aplicación esta imagen por doquier a lo largo de BO (n) 
puede ser normalizada respecto a ВО (п), y es posible contraer todo 
el complemento del entorno de la variedad М“ en S”+* en un punto 0° 


obtenido de oÊ en MO (n). De aquí se deduce la demostración del 
teorema 1 рага 92. Todo es análogo para ОЎО, 

El teorema queda demostrado, 

tronena 2. а) El ciclo æ € H, (М; Za) es realizado por una 
subvariedad cerrada М“ = M*™ si, y sólo si, se halla una aplicación 


1 
Ма MO (п) tal, que fru = Dz, donde и € Н" (MO (п); Za) 
es una clase fundamental y D es el operador de la dualidad de Poincaré, 

b) Sea М" una variedad orientada. El ciclo х € H; (M"+;Z) 
es realizado por una subvariedad cerrada orientada М* с М" si, 
y sólo si, se halla una aplicación f: M"+ => MSO (п) tal, que f*u = 


=. 
с) El ciclo z € H, (M"+*!; Z) es realizado por una subvariedad ce- 
rrada orientada con un espacio fibrado normal trivial M‘ œ М" 
(es decir, con un juego dado de las ecuaciones regulares y, = О ,..., 

- 2 Pn = Ô en М") si, y sólo si, se halla una aplicación f: М" = 
> Ме = S" tal, que f*u = Dz. 

oeservación. Es justo un teorema analógico para poder realizar 
un ciclo por una subvariedad con un espacio fibrado normal pres- 
crito con un grupo estructural U (2/2), SU (n/2), 5р (n/4), ete, La 
aplicación de la variedad M"+' еп MU (n/2), MSU (n12), MSp (n/4) 
etc. engendra tal realización. 

Гоз grupos лу (MU (2/2) = QY, nası (MSU (1/2) = ОЎ, 
плачі (MSp (n/4)) = О?? naturalmente os posible interprotarlos 
como cobordismos complejos (unitarios), complejos especiales y de 
cuaternios QU, QSU , QS» , Son importantes extraordinariamente los 
cobordismos unitarios. Cada variedad compleja y casi compleja tiene 
una clase de cobordismos en los grupos ОЎ. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 2 PARA 0 = O (n). 

Sea dada una subvariedad Мі с M"-!, Un espacio fibrado nor- 
mal es definido por una construcción ya expuesta, la aplicación 
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1 
м" MO (n), donde M*— ВО (n); Todo el complemento del 
entorno de la variedad Mi en ДГ"** se aplica en un punto о°, obtenido 


por la contracción de дЁ al construirse Af (E). Es fácil ver que 
fu = D 1MU. 


Por el contrario, si se da alo largo de BO in) = МО (п) una aplicación 
transversalmente regular ў: M” > MO (п). entonces una imagen 
completa Л/# = ¡"(BO (u)) es tal, que fu = D [217]. Para G = 
= SO (n) y otros, todo os análogo. 

El teorema queda demostrado. 

En algunos casos los complejos MO (i). AISO (0) son complejos 
de forma K (л, п). Son los casos: 


MSO(1)=Me=S'=KIZ. 1, 1=0, јо, 
МО (1)=АР* = K (Za, 1), q=0 }>1, 
MSO (2уз= ©. Р” = К (2, 2), п,=0, +2. 


Con esto ol elemento q (1) = u € H° (MG) coincido con una clase 
fundamental del complejo К (л, n) en estos tres casos*). Según 
el teorema del $ 10 obtonemos un juego de los corolarios del teorema 2, 

coronario 1. а) Cualquier ciclo z € Н, (M"**; Z,) para todo n 
es realizado por una subvariedad cerrada. 

b) Cualquier ciclo z € Hp (M"*; Z) y zE Hn (M"*"; Z) para 
todo n se realiza por una subvariedad cerrada orientable. 

La deducción del corolario del teorema 2 se reduce al hecho de 
que un cociclo Dz = y para estos casos se representa en forma de la 
imagen f*u, según una propiedad fundamental de К (л, л), puesto 
que MO (1), MSO (1), MSO (2) son complejos К (л, 1). 

COROLARIO 2 Sil < п/2, entonces para cualquier ciclo z € Н, (M”; 
Z) se hallará un número ù © 0 tal, que un ciclo æ se representa сото 
una subvariedad Mc MP". 

Este corolario so deduce del teorema 2 con ayuda de los resultados 
dol $ 10: so estableció que en las dimensiones estables cualquier 
complejo (aquí es MSO (п)) «se arregla de la misma manera que el 
producto directo de los complejos de tipo К (л, т), donde m >n 
si so multiplica todo tensorialmente por un campo dy». 

coroLarto з Para cualquier ciclo т € Н, (X; Z) se halla un nú- 
mero % =f 0 tal, que al ciclo hz es una imagen de la variedad M' 


Ф: МХ, 
а 
+) Un teorema más complejo (de Thom), afirma que todos los complejos 


МО (лу hasta la dimensión 2n—1 son homotópicamente equivalentes a un pro- 
ducto directo de los complejos de tipo К (Za, ту}, donde mj 22 п. 
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La demostración consiste еп la inmersión X c А^+* y en la exa- 
minación de una variedad con borde U > X, que contrae hacia X: 
U ~ X. Después el ciclo Àz € H; (U) = Н; (X) se realiza on base al 
corolario 2 como una subvariedad con ayuda de la aplicación (U, 


t 
ôU) -> MSO (N), donde д0 se aplica en un punto y ј*и = D [M']. 
COROLARIO 4. El homomorfismo natural 


OQ (X, Y) 9Q>H (X, Y; Q) 
de los grupos de bordismos en la homología es un sepimorfismo» (арИса- 
ción en todo). 

Para los complejos sin torsión impar en las homologías H, (X, 
У; 2) es justo el teorema (de Nóvikov) que establece un hecho aná- 
logo sin la multiplicación tensorial en el campo Q, о sea, los ciclos- 
son realizados por Jas imágenes de las variedades sin multiplicidades, 

Ahora pasemos a los corolarios del teorema 1 y del teorema de 
Cartan—Serre (véase el $ 10). El anillo Н* (BSO (n); Q) es engen- 
drado por clases características y es un anillo de los ploinomios de 
los elementos (clases de Pontriaguin y clase de Euler— Poincaré): 

PEI (BSO (п); Q), 

xE Н (В80 12n); ©). 
Соп eso, tenemos para j < n y j 4k: 

Н") (MSO (ny; Q)=0. 


El rango de los grupos estables 


H* (BSO (n); С) 5 Н" (MSO (n); Q) 
para 4% < n es igual al número de las particiones del número А en 
los sumandos. k = m, + + mą. puesto que la base consiste 
en los monomios = == раа, --- Pr, (son posibles las coinciden- 
cias de m; = my), deg 2 — 4 (m, +... + Mg). 

Para las dimensiones 4; = 4, 8. hemos escrito más arriba (vé- 
ase el р. I) los números característicos de las variedades [СФ] € 
€ 950 y ІСР?р, [0P*] € Q$0. Dol teorema 1 junto con el de Cartan- 
Serre se deduce el siguiente teorema. 

TEOREMA 3. Los grupos Оў? 9Q=0 pura j= 4k; Ой Ф Q 
es un grupo de rango igual al número de posibles vectores linealmente 
independientes, o sea de los números característicos de las variedades 
MW Para 4k = 4, 8 se deduce de los cálculos (véase más arriba). que 
el juego de los números característicos en C-cohomologías determina com- 
pletamente la clase de cobordismos х € Qay con exactitud de torsión”). 

PROBLEMA 7. Calcular Jos vectores de los números característicos 
озо, 


*; Una información completa sobre la estructura de los anillos 
QY el lector puedo encontrarla en el resumen [60]. 
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de los productos CP2 ® ... O CP2k y mostrar, que todos estos 
vectores son linealmente indopendientes. 

COROLARIO. La signatura т 1M1%] es una forma lineal de los vectores 
de los números característicos. 

prmosTRAcioN. Sabemos, que т es una forma lineal en Оў ® Q, 
según el lema 3 (véaso más arriba), mientras los números caracte- 
rísticos dan una base completa de formas. El corolario queda de- 
mostrado, 

Para 4% = 4,8 tenemos: 

k=1:p (0P3=3, +[0PY=4; 0° 9—9. 

CONCLUSION: += py. (1) 
2: ya hemos obtenido la matriz (véase la parte I): 


| [CP «СР? ES 


concuustoN. Tione lugar la fórmula 
tag Ора 12) 


Es posible obtener una fórmula general para todo / en una forma ana- 
lítica conveniente (Hirzebruch). 

Es conveniente plantear un problema más genoral: sea dada una 
característica numérica arbitraria en los cobordismos 96 = 299 
para G = U, SO 

B:9f =t 
tal, que B(1)=1, B(M} М3) = 8 (М7) +B (341%), B(M} x М) = 
=8 (Mi) В (M3), es decir, aditiva y multiplicativa (respecto al 
producto directo de las variedades). De hecho. поз interesa sólo el 
anillo QG ® Q. determinado por los números característicos que son 
polinomios de c; o de рү. Para cualquier dimensión par n = 2k en 
el caso G= U tenemos un polinomio Ba (с,. ..., Ca) tal, que 
B 147%] = (В, (су. ...‚ cx). (2%), donde 3/%* es una variedad 
«unitaria» (о sea, variedad en cuyo espacio fibrado normal establo 
se ha introducido la estructura de un /'-espacio fibrado con inmer- 
sión M œ R?2%-3; en particular, una U-estructura se obtiene como 
una reflexión débil de una estructura de variedades compleja (o casi 
compleja), que «recuerdas las clases características). Para G = SO 
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tenemos los polino; 
т = АЁ tales, que 


В [M] = (В, (Pis ..., рь), ЕМ). 


El caso G = SO se reduce а G = U mediante la condición com- 
plementaria Вам за (су, - - .› Canya) = 0. como se verá en adelante, 

La sucesión de los polinomios (8, = 1, Bj, Ba ..., Въ, ... 
no es arbitraria, sino que se encuentra fuertemente vinculada a la 
condición de multiplicatividad de B(M% х 27%) = В (M%) В (М2). 

Busquemos Ja respuesta en la siguiente forma: se ha dado la serie 
forma 


В (20) = 1 + azt Haat? .. = 2, (ma, —teH*(0P";Z) 


в Ba (ру. . . -+ ph) para todas las dimensiones 


con coeficientes numéricos. que determina una clase característica 
рага los U-espacios fibrados unidimensionales. Tomamos 


Вг ca 0) =[ [1 B (20) 8 (to) ~+- B (ata) ], =В, (б, ... 9%) 


donde сү, .... оу son polinomios elementales simétricos de tp... 
Soda De 

Hay que tomar la serie B (2t) para el caso G = SO оп forma 
B (20) = P (z2), las clases р, son do forma pa +> 09 (Gs... б), 
véase más arriba. 

Según la fórmula de Cauchy podemos escribir 


П 2 Gt) ...B(t,) 


de 


HTM. 


By (c, сос т 


Para СР" tenemos, según las fórmulas de las clases características 
de un espacio fíbrado tangente, 


це 0..1, = t EHCP" Т), 
Torm Ө 1=1 0 +++ Ө 1 (141 sumandos), 
В()= У 8, 9% Вас) =B (0. 


Para el número В [С.Р"] tenemos 


ВСР" [8 "1, ф В" 
па 


(componente п-ёзішо de la serie por 2). 
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gempo 1. В [СР?"]=1,Н[2 Р?!) = 0, Aquí B (и) = ztith (20). En 
este caso B coincide con la signatura t: 


B=w, байар ---> Ра). 
Esto da una fórmula general para los polinomios de Hirzebruch 
(Lr ipi << ри Ме). 
EsempLo з, B (СР") = 1 para todo л. Aquí 
B (21) = 2001 — exp (—zt)). 


Esto es el llamado «género de Todd» 7 [1/2] de las variedades algo- 
braicas (complejas): según el teorema (de Hirzebeuch), 7 [4/2] = 
= Y (—1)' г. donde r; son las dimensiones de los espacios de las 
formas diferenciales puramente holomorlas en la variedad MU 


1 
eh Т сс 


Deduzcamos una fórmula general para la serie В (2) en el caso 
de una caracteristica arbitraria В : Оё —> С. Introduzcamos una serie 


importante formal Y) 1СР") =" y su “intogral” g (3)= J) ERY з". 


nan лро 
Le confrontemos a esta serie el valor de la característica В: 


ср" 
ва у ЭШ" өч, 
">ч" & 
Tenemos 
‚+, 
В(СР" a, 
dB) ds € Bio) уш 
EA Ж ВСР") = г E) w 
520 420 potme 
РЕ В оле > Фо 
= тг $ TB чеш “© = лї we 
pepee 
Por eso 


Вб) = ун 3, AE e Y 1<] EW | 
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8.27. Números caracteri 
Integrando respecto a », hallamos: 


#8 © =[ qe * 


puesto que esta integral representa una función inversa. Así, hemos 
obtenido una respuesta general (Nóvikov): 


(3) 


donde 


III. Algunas aplicaciones de la fórmula de la signatura. 
La signatura y los problemas de Invariación de clases. 

Mostremos que en la base de la noción de signatura pueden ser 
defínidas también las mismas clases características ру оп ()-coho- 
mologías. 

Consideremos el ciclo ж € Han (М") y calculemos el producto 
escalar (рд, 2) sólo mediante Ja signatura. Es posible considerar, que 
АК < n/2—4 (si no os así, pasamos de la variedad M“ a М" X S”). 
El cociclo y = D (2) € HI"=* (117) es posible, multiplicando por 
A = 0, realizarlo en forma de imagen con la aplicación 

f : M” S" = Me, 
/* (и) = №. 
Esto se deduce de los resultados dol p. II. La preimagen completa 
$ (шу) de un punto regular z € S”-% es una subvariedad соп un 
espacio fibrado normal trivia) 
1: Мех КА с М", 


donde” i, [M%] = Ax € Н, (М7). 
Supongamos рага К == 1: 
(ри. 2) = + (Pi 2) = q3r (ue) 


en virtud de la fórmula (1) y de la trivialidad de un espacio fibrado 
normaljrespecto а МА = 17". 

Esto da una definición nueva de la clase ру. De modo análogo 
para la clase pz de (2) tenemos: 


(Da, 2) =$ (Pas he) = y [(45т (M) + (рї, Уту]. 


Es posiblo deducir do la fórmula general de Hirzebruch, que para 
todo k la clase рь se puede expresar рог т (M°) y el producto do 


318 Cap. 3 Cobordismos y estructuras suaves 


las clases de dimensiones inferiore: 
de las clases рд. La definición «de 
dificultad la invariación de las clases racionales p, con homeomor- 
fismos lineales а trozos (suaves a trozos) (véase la idea más abajo) 
y desempeña un papel importante en la demostración de la invaria 
ción de las clases pa respecto a cualesquiera homeomorfismos conti 
nuos. Como se ve, la definición de signatura es sustancialmente ra- 
cional: en ella se contienon los denominadores «necesarios», por 
ejemplo, 1/7 para la clase ру. Esto Liene sns consecuencias: las clases 
do cohomologías con coeficientes enteros ру Є H® (МЇ; 2), que, 
por definición, son invariantes del difeomorfismo, a veces son ele- 
mentos de orden finito; una 7-torsión de la elase pz resulta no inva- 
riante respecto a los homeomorfismos continuos. 

Consideremos una variedad lineal a trozos (triangulado) 47" 
y su aplicación simplicial еп la csfera М" > s=, Entonces la 
preimagon completa de la parte interior del simplex 0" c "~+ 
es de forma (¡verifíquese!) 


Esto da una nueva definición 
gnatura» permite demostrar sin 


A pr y) == өч” ДРА сс М, y E, 


donde №4" es wna variedad de triangulación. o por lo menos un 
complejo, para cuslquier punto de la cval xy EM4* tenemos "ho- 
mologías locales de esfera“ 


H (UR, MYN а) 0, 254, Р 
НМ“, MYN т). @ 


PROBLEMA s. Demostrar que para las variedados homológicas (4) 
es justa la dualidad de Poincaré en las homologías, está definida la 
signatura т (11%) con las propiedades ordinarias: si W“ = awn, 
dondo ambas son variedades homológicas, entonces т = 0. 

Estas propiedades permiten dar una definición puramente simpli- 
cial (y combimatorio-invarianto) de las clases р, € H* (M; Q) (Thom, 
Rojlin-Schwarz) en base a la fórmula de signalura. La clase р, € 
€ HS (M; Z) no admite dofinición combinatoria y es no invariante 
combinatoriamente (topológicamente) (Minor, Kervaire). 

Pasando al problema de la invariación topológica de Jas clases 
рь ЄН“ (М; 1). es posible considerar todas las variedades M4 X 
X R” с APR simplemente conexas. Sea л >2. Consideremos la 
inmersión del toro 7% x А с R” y un dominio abierto en la 
variedad examinada: 


MALTA ARE МА x3" MAA, 
En cualquier estructura suave el domunio 
MÁX TAX Кс М9 x В" с М 
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es una variedad suave. Utilizando una técnica más comlicada de la 
teoría de clasificación de las variedades suaves simplemente conexas, 
difundida al caso de las variedades con los grupos abelianos libres 
m=ZX... XZ, se demuestra tal afirmación (variante más 
simple): si л, (M*) = 0, entonces ol cubrimiento suave universal 
sobre una variedad suave abierta Ме x 7" х R (dado en cual- 


quier estructura suave) es difeomorfo а А#* х R°— МХА X 


» 
x Т"-1, donde М“ es una variedad suave. Do aquí, con inducción 


por k so llega a la afirmación de que la magnitud т (М) = + (17%) 
define las clases características ру. - . ., pa de un modo topológica- 
mente invariante (Nóvikov). Hasta ahora no se conocen demostra- 
ciones de este teorema, donde se lograría librarse de, parecería, una 
utilización artificial de los dominios auxiliares con un grupo abeliano 
libre л, es en esto problema «simplemente conexo puro», рог un 
planteamionto no conexo con лу. 

Nolomos, que ya la clase р, € H° (М; Q). a diferencia de las 
homologías y las clases de Stiefel-Whilney, no es un invarianto ho- 
motópico (Dold). Consideremos los espacios fibrados (sea % = 0 
para n — 4) sobre una esfera S* con fibra S"-t, grupo G = 50 (n) y 
todas las clases posibles р, (E) Є А (S*; Z). El espacio de tal espa- 
cio librado E — St, Р = 5"! спе las células 0% 0% 0%, 0%, 


donde dat = д@”=% == 0, до"*% == 0. Por eso Е es del tipo 


E= (SY 5"—%) y о", 


donde аль: (SOY 5"). 
рвовькмд э Demostrar que el elemento æ es del tipo 


a= [04 аһа] Hbr 


donde b € an+ (S°), la, 01 es producto de Whitehead (véase (1), 
p. II, $ 22), a, Ema (S°) уь. Enni (S°) son goneratrices. Paran=5, 
bea, (5%) = 2 O (grupo finito) se encuentra en una parte finita. 

Luego, sabemos del $ 10 (corolario del teorema de Cartan-Serro), 
que el grupo льо (S”=1) para n = 5, es finito. (Es más, en ol $ 10 
este grupo fue calculado para n > 5. donde p+: (S°) = Сш). 
Así, ве tieno no más de un número finito de las variedades cerradas Æ 
con exactitud de un tipo homotópico (рага n > 5 hay no más que 
24). Estas variedades tienen dimensión н > 6. En cuanto al dileo- 
morfismo, la clase p, (E) es un invariante de la variedad Æ. puesto 
que p, (E) = p*p, (E) (¡verifíquosel). 

Así, ya la clase p; es homotópicamente no invariante рага las 
variedades de dimensión >6. Para las variedades M4 esta clase es 
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homotópicamente invariante en viclud de la fórmula (véase más 
arriba) 

pP = Зе 1379). 
Consideremos el caso п = 5. El ciclo básico х € Ha (A; 2) puede 
ser representado en concordancia con el corolario 1 del р. П en for- 
ma de una subvariedad orientable que divido localmente una va- 


riedad orientable MS en dos partes (pero no Ја divide globalmente). 
Consideremos un cubrimiento mínimo 


M—> м 
7 


tal, que (рал, (313), Dz) = 0, y esta fórmula define el cubrimiento 
de una manera homotópicamente invariante. Este cubrimiento se 


д, 


Fig. 448. 


construyo geométricamente así: la variedad 1/3 se corta a lo largo 
de 4%; so obtiene una película 173 tal, que 


ом = м у А 


(dos componentes de borde). 1 cubrimiento es de la forma indicada 
en la fig. 118: se toma un número infinito de ejemplaros de И? de- 
signados por Wi. 

Luego. hacemos 


M=... UW у: ИЗ... 
мі аф "8" 
El grupo do monodromia del cubrimiento es igual а Z y actúa así: 
Wa 
мы. дил 


MIU Ms 


Designamos por ¿ a la inmersión (al encaje) 11% > 4%, Tenemos un 
ciclo z = 1, 1M* € H, (М5). Es evidente que tenemos 7,2 = 
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Sea a, b Є Н? (M5; Q). Introducimos la forma 
(a, bì = (ab, 2). 
Lema o. La forma (a, 5) está concentrada en algún subespacio de 
dimensión finita А œ H? (M); esto significa que H? (М5) = A +B 


y (B. Б), = 0 para cualquier b € H? (МЭ). 
La demostración se deduce inmediatamente de la compacidad de 


la variedad М (del ciclo z), puesto quo (ab, т} = ((1*a) (i*b). 13/8). 
DEFINICIÓN 4. La signatura de la forma (a, Б); en un espacio de 


dimensión A se llama signatura del ciclo: т (2). 
TEOREMA 4, (Nóvikov). Tiene lugar la fórmula 
(Pi (M), 2) = Эт (а). 
сонор ллто. La clase p, (М5) € П% (M5; Q) es homotópicamente inva- 
riante, 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA El ciclo M*= №5 divide en dos par- 
tes W = M, U My. Tenomos dos inmersiones: t: M*— My, dy: 


M’ + М. La signatura del ciclo т (2) coincide con la signatura de 
la forma en H° (М; Q) restringida en un subespacio Im i*, puesto 
gue (ab, x) = 0, si ifa = 0 o i*b = 0. Evidentemente, tenemos 


Im i* = Im 0 f Im i3. 
En las homologías H, (M*, Q) se tienen los siguientes subgrupos: 
Lo=Keriz, L= Koris = Lot Ny, 
{а= Kor iga = Lo + Na, 


La= Im ig с Ha (M5; Q). 
El índice de intersección se anula on los subespacios L, y Ly (los 
ciclos homológicos a nulo en la película, tienen intersección nula). 
Por eso en la base 
H, (ME 9) = (Lo, Ny, No, La) 
forma tiene la matriz de tipo (de bloque): 


Lo Ny Ni La 
D оо ox 
КА оооу 
Na agoz 
Ly x Y. zw . 
donde W==W*. La signatura de esta forma coincide con la signa- 
tura de la forma en un subespacio / (o sea, para la matriz W). 


2101126 
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Luego. la sigatura de la forma en el subespacio La = Ha (31% G) 
coincide con la signatura de la forma (ab, 117*1) en el sub acio 


Im ¿* (И (315) y, de este modo, coincide con la signatura т (т). El 
teorema queda demostrado. 
De manera que en las variedades cerradas no simplemente conexas 
entre las clases características racionales y un grupo fundamental, 
surge una conexión profunda cuyo estudio hasta ahora no está con- 
cluido ni mucho menos. Una «hipólesis sobre las signaturas superio- 
res» más general consiste en lo siguiente: hay una reserva de las 
clases de cohomologías conexas con un grupo fundamental лу (А/") = 
= n; esta clase se obtiene como una imagen Im j*, donde j: M" -+ 
~> К (д, 1) es una aplicación canónica. Si х € H"-* (л, ф)*), en- 
tonces se supone que el producto escalar del polinomio de Hirze- 
bruch de las clases características de Pontriaguin con el ciclo D/*(2) 
es homolópicamente invariante: (/ (ру. .... рь), DI* (2), donde 
D ез la dualidad de Poincaré. Para los grupos libres abelianos (es 
decir, si х es un producto de cla idimensionales) esta hipótesis 
está demostrada (Nóvikov. Rojlin, Caspárov. Hsiang, Farrell). Ella 
también está demostrada cuando л es un grupo fondamental de una 
variedad de Riemann compactada de curvatura negativa (Lusztig. 
Míschonko). así como también en una serie de casos о de modos al- 
gebraica reducidos a estos casos, о en cierto sentido análogos а estos 
casos (Keppell. Soloviov). Es imposible componer algunos otros in- 
variantes homolópicos de las variedades cerradas de las clases carac- 
terísticas racionales (reales), o sea, del tensor de curvatura. 
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El problema de clasificación de las variedades suaves 
(invariantes normales). Torsión de Reidemeister e hipótesis 
básica de la topología combinatoria 


Consideramos las variedados infinitamente diferenciables. Se 
sabe que Ја variedad de clase de suavidad le > 1 es oguivalente (y 
además, única) a la variedad infinitamente diferenciable y hasta 
analítica real (Whitney). Tambión es posible definir formalmente 
las variedades puramente continuas, donde no son suaves los cam- 
bios de coordenadas al pasar de un mapa de coordenadas al otro. Es 
asimismo posible examinar (lo que se realiza con mucha más fre 
cuencia los homeomorfismos puramente continuos de las variedades 
suaves. Hasta los años 50 se consideraba «evidente» el hecho de que 
en cualquier variedad continua es posible introducir la estructura de 
una variedad suave y que dos variedades suaves continuamente ho- 
meomorfas en realidad, son también difeomorfas. Esto es evidente 


*) En ol álgebra de cohomología del complejo К (л, 1) se Патап соћо- 
mologías los grupos л у зе designun рог Я" (a, Q). 
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para n = 1, se demuestra sin dificultad para n = 2; con grandes 
complicaciones, pero empleando métodos elementales se logra esta- 
blecer esos hechos para las variedades tridimensionales (Moise). 
Uno de los más asombrosos corolarios del aparato expuesto más 
arriba de Ja topología algebraica consisle en descubrir entre las 
variedades bastante simplos una variedad tal, que sea continuamente 
homeomorfa a una esfera suave heptadimensional ordinaria 57, 
pero que no sea difeomorfa а la esfera S7 (Milnor). Como se verá más 
adelante, este efecto conduce a descubrir variedades que no admiten 
la introducción de ninguna estructura de la variedud diferenciahle. 
Recordemos que con ayuda de cuaternios (véase [1], p. II, $ 24) 
construíamos un «espacio fibrado de Hopf de cuaternios» 


572. 53 fibra F=. 


Esto es un espacio fibrado principal con el grupo $? = SU (2) que 
consiste en los cuaternios q. | q | = 1. que actúan en la osfora así 


53 = (41 а), 1 124104 12 0), (0 т) — (09 992), 


dondo д,. ga; q son cuaternios. Pusto que SU (2) c 80 (4) = SU (2) 
x (SU TJ (4, 4)). entonces es posible hablar sobre las clasos (x, р). 
Vamos a estudiar los espacios fibrados análogos al grupo SO (4), a 
los que realizaremos como espacios fibrados con fibra D* у base St; 


E- 8, P=D% б=50(4). a) 


El número y es igual, por definición. al índice do autointersceción 
Sto Sí donde 5+ < E como intersección nula (véase [1], parte 1], 
$ 24). (Con mayor exactitud, y es una clase de cohomologías de la 
baso 8% у ЄНЇ (S4; 2) tal, que (у, 180) Sto So 

Lema 1 El espacio дЕ del espacio fibrado (1) con fibra 8% es ho- 
meomorjo а la esfera S? si, y sólo si, = 1. 

Demostremos que J£ tiene un tipo homolópico de Ја esfera $? si, 
y sólo si у, = 1. Consideremos la sucesión exacta 


> a (0E) E 2,8) 2,.,(8) > - 


Para i= 4 el homomorfismo 0: ла (5*) — л (55) se calcula as 
construimos una sección no nula del espacio fibrado (1) con fibra Di, 
Ahora está claro que el Índice de autosección S* o S* coincido con ta 
toultiplicidad. con la cual el ciclo 53 (fibra) entra en la frontera 
å 19%] en dE. Así. д 151] = у. 155] (vénse 11), р. 11, $ 22). Si у +1, 
tenemos 


0 —> Z, > m (3E) = л,(5%). 
|| 
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Por eso л, (3E) = Za. Si y == 1, entonces лу (дЕ) = 0 para j < 4, 
como se deduce de la sucesión exacta. Como дЕ tiene solamente las 
células 0%, 03, 0, о? y лу = 0 para } < 4, tenemos en realidad 


H,(0E)=1,(0E)=0, ¡<7, л: (08)=Z. 


El elemento básico œ € лу (3E) = Z se representa por la aplicación 
ee: 87 —— дЕ, la cual induce isomorfismo de los grupos de homologías 
(у, por consiguiente, de los grupos homotópicos). Así, дЕ ~ 5, 

Hay un teorema general (Smale, Stallings, Wallace), según el 
cual рага п > 5 la variedad de tipo homotópico 5" es homeomorfa 
a S". De aquí, claro, se deduce el lema 4. Es posible, sin utilizar 
este teorema, construir concretamente algunos de los espacios fibra- 
dos mediante los cuaternios e indicar directamente el homeomorfismo 
дЕ æ $”, presentando explícitamente una función де Morse con un 
solo mínimo y un solo máximo (véase más abajo). Si y = 1 está fi- 
jado, tenemos espacios fibrados con diferentes clases p,. 

Leag. Para cualquier k existe un espacio fibrado Ẹ tal, que 
р = 20. y = 1 (más exactamente, ру = 2ku, y = и, donde иЄ 
ЄН“ (5%; Z) es un elemento básico). 

Antes de demostrar el lema 2 presentaremos un mecanismo que 
conduce al surgimiento de las estructuras suaves no triviales en la 
esfera $7. 

Consideremos la clase p, (Е) = р*р( (E), puesto que тк = Ta O 
Ө p* (8). Por eso 


ру (Е) = p*p (E) = 2kp*u = 2kv, 


donde v = p*u Є H* (E; Z) es un elemento básico. Tenemos para el 
ciclo St с E 


Sto 8% = 1 = (у. 15%). 
Por oso la signatura я (E) = 4. 


Razonamiento por el contrario: si el borde 0£ es una esfera ordi- 
naria $? = 0D% (como una variedad suave), entonces tenemos упа 
variedad suave 


E= E U D*, donde дЕ = ôD. 
Luego, Н, (Ёз) = H, (E) рага 1<7, 
pı (E) = p, (E) = 2kv, 
(Е) =1— (Ёз). 


Paro una variedad suave cerrada Es del tipo homotópico НР! 
(de un plano proyectivo de cuaternios) podemos aplicar la fórmúl 
de signatura (véase el $ 24): 


ра т (451+ ph. 
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¡Con eso el número (pz, [ЁЗ]) debo ser entero! En nuestro caso 


Para Ё = 1 tenemos: pz para un plano proyectivo de cuaternios 
ordinario HP*. Рага $ = 0, 2, 3, 4, ... etc. tenemos: |р; es un nú- 
mero no entero] Contradicción соп la suavidad de 72%. 

CONCLUSION. Para todo Ё, cuando p es fraccionario, la variedad 
дЕ по es difeomorfa a la esfera 5° (aunque sea homeomorfa а $7). 

Es sabido, que las clases ру 11% (М"; Q) son invariantes de los 
homeomorfismos continuos (| ov). Por supuesto de aquí se 
deduce que la variedad Ё® рага k = 0, 2 no admite la introducción do 
una estructura suave. Realmento, la existencia de una estructura 
suave para Ёё contradiría la invariación do la clase p, (£), ya que, 
evidentemente, т es invariante. Por otra parte, un análisis detallado 
muestra que para algunos otros ejemplos es posible contentarse con 
medios más simples que el empleo de la invariación topológica de 
las clases ра (Kervaire). 

Ahora pasemos a demostrar el lema 2. 

En principio consideremos el SO (3), que es un ospacio fibrado 
sobre S%. Puesto que SO (3) = SU (2)/2,, tenemos una aplicación 
(transformada en un espacio fibrado) 


BSO (3) > k (Za, 2); F = BSU (2). 
Г 


además, л; (Б) =0. La sucesión espectral on las Z-lomologías 
tione la forma $, а= Н, (В; H¿(P)=Ej, o p+9<5: 


O 
CAC A 
Ге Та Тага 


dia = 0, puesto que 2и 52 0, 22 = 0, de donde se deduce, que 
н 

14 (BSO (3) + Н,(В50 (3); Z) по es una aplicación «оп» Coker 

H=Z 


La clase p, € H‘ (BSO (3). Q) es tal. que 
(ль ш) 
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donde u es un elemento básico del grupo HI, = Н, (BSO (3); Z). De 
manera que para G = (3) el número (ру, 15*)) recorre todos los 
valores pares para Jos espacios fibrados E sobre St, 

Sumorgiendo (encajando) SO (3) en SO (4) pasamos de Ea 584, 
donde p, (БФ 1) = m (8). х (E31) = 0. = 

Ahora considoremos 50 (4) = (SU (2) х SU (2) 0—1. —1) у 
una aplicación (espacio fibrado) 


BSO (4) — K Za, 2). F = BSU (2) х BSU (2). 


En la sucesión espectral para las Z-homologías, considerando que 
m (B) = 0, tenemos 


ЕЪ o= Hp (B; HEY Еў, PAIS, 


u ш ue 
TEELE 
кре | ®{ 
ыы = 
КЛ ЖЖ ЕЕ ЕЕ 


Aquí 2z = 2w = 2w == 0, diz = 0, puesto que 2и + 0, 2y 9 0. La 
aplicación 17: л, (BSO (4)) > Ha (BSO (4); Z) no es un isomorfismo: 
Coker Ho Zy 

concision Como ру. % es una base en un espacio conjugado 
Hom (H, Z). entonces y puede tomar cualesquiera valores enteros 
para los espacios Fibrados sobre S*, у los ру son pares. 

ЇЇ lema queda demostrado. 

Construcción directa de los espacios fibrados (Milnor). Recorde.. 
mos (véase 141, p. IL, $ 24). que los SO (4)-ospacios fibrados sobré 
la ostera «se numeran» por los elementos del grupo л; (SO (4)) = 
= Z + Z, о soa, por los pares de los números enteros (h, j). La cons: 
trucción explícita de las aplicaciones correspondientes faj: S% 
> SO (4) ев dada por cuaternios: 


fn (u) v = и^ри?, 


donde и, „ЄН = А", |u | = 1 (о кеа, и € 5З). Designemos por 
Eny al espacio fibrado correspondiente sobre $°. 
Prostema 1. Demostrar, que 


хФ%й=+], (0 


Sean los números h y j tales, que 4 1 = 3. h k. Desi 
nemos рог М; a un espacio fibrado E, (donde en la fibra está la 


+2(h—j). 
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eslora 59). Esta variedad puede ser pegada de dos ejemplares Ri X 
559 mediante la pegadura de los subconjuntos (R'N 0) X S° por 
un difeomorlismo 


Ж. uh 
шей к» (и, 0) i ага 
(¡comprobarlo!) 
ioBLema 2 Verificar, que la función f do forma 


ио Pe Ren 
тагата AE таи, 


donde u” = u' (v')-* tiene еп М exactamente 2 puntos críticos 
(и, v) = (0. +1) que son no degenerados. 

De aquí se deduce que todas las variedades W} son homeomorfas 
а la esfera $”. Del problema 1 y de los razonamientos de este pará- 
grafo (más arriba), se deduce que para К? & 1 (mod 7) la variedad 
Mi, по es difeomorfa а 5°. 

Así, vemos que se tienen variedades no triviales de un tipo homo- 
tópico de esfora («esferas homotópicas»). Jl conjunto de las varieda- 
des del tipo homolópico 5" es corrado respecto a la operación de 
«suma conexa» de las variedades (véase el $ 4): 


MIAE MIA 5". 


DEFINICION 1, Dos variedades cerradas A} y MB (de cualquier 
tipo homotópico) se llaman A-cobordantes (o J-equivalentes). si во 
halla una película W", gwt = ME) ME, además la película 
И?! se contrae a cada nno de sus bordes. 

imas Las clases de h-cobordismos de las esferas homotópicas for- 
man el grupo 0". 

DEMOSTRACIÓN: siempre es justa la asociatividad de una suma 
conexa (no sólo para las esferas lomolópicas); consideremos la 
suma de una esfera homotópica orientable M” y la misma esfera 
con una orientación opuesta (М?) + (417) = My. La variedad Ма 
es una frontora de la siguiente variedad W" (véase la fig. 119). 

Del producto М" > 7 (0, 1) se excluye el producto D} x T, donde 
D: < M? os una esfera (globo) pequeña abierta de radio e. Suavi- 
zando los ángulos notemos que W=! = M? 4 М", y И" os con- 
tractable. 

Exluyendo do W**! una esfera (globo) pequeña abierta D? obten- 
dremos un h-cobordismo entre 4W"* y la esfera ordinaria 5". 

El lema queda demostrado. 

Introducimos las siguiente s designaciones: 2Р"*! es un subgrupo 
en 0", consistente en las fronteras de las variedades (n + 1)-dimen- 
sionales quo admiten 1а paralolización: Jn — nyen (8%), n< 
<N — 4 es un subgrupo consistente en pertrechamientos en la 
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esfera ordinaria 5" ст RYT" (véase 11], р. 11, $ 23). Tieno lugar el 
siguiente hecho: 

"Cualquier esfera homotópica М" al encajarse (sumergirse) еп 
RYH? успе un espacio fibrado'¿trivi 
deduco de la periodi 
signatura para руд, tel 


эё АК, 8k + 1, ВЕ + 2 es un corolario del hecho de que los grupos 
м" 


Fig. 119. 


homotópicos л, (SO) = 0; para п = Sk - 1, 8k + 2 ез el teorema 
de Adams que зе deduce de una técnica más moderna de la topología 
algebraica). 

Por oso, teniendo en cuenta la arbitrariedad en la elección del 
pertrechamiento en М" = АХ", obtenemos el homomorfismo Ө" > 
— nyan (537%. El núcleo de este homomorfismo es un grupo 
Әр"! (comprobarlo!); 

Para el grupo 4P"* so tienen los signientes resultados: а) ФРАН = 
= 0, si n os par, 

0, n=2.4,6, 
b) JP | Z» n=10, 

0 о Z, sin=4+1, 
с) ар" es igual а un grupo cíclico de algún orden finito, igual а 28 
рага п = 7 (de hecho, ya hemos construido más arriba un homomor- 
Нешо no trivial 9° — 7). El caso singular п = 3 no se examina. 


Los grupos Г, = лужа ($“)//" y 0” son de la forma: 
w Үр» жї pS [ET твр а р 


ojo 
з јо 


o 
о 


Za 
o 


г,= 


o 
P= o 
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Así son los hochos (Milnor, Kervaire) sobre los grupos de las esferas 
homotópicas 6”. Tiene lugar un teorema (Smale): para las variedades 
simplemente conexas de dime: п 22 5 cualquier h-cobordismo 
ИР" es trivial, o sea И"! = М" х Í. Por eso los grupos Ө" dan 
una clasificación de las estructuras suaves en los esferas, excluyendo 
las dimensiones n = 3, 4. 

Las estructuras suaves en la esfera y las clasificaciones de las 
variedades de una osfera de tipo homotópico es el mismo problema 
con n 5 3, 4. El grupo 0* es desconocido, pero по hay estructuras 
suaves no trivialos en $®. Es conocido el grupo 0* = 0, pero se igno- 
ra si hay suavidades no triviales en 5%. 

Expondremos ahora la teoría de la clasificación de las variedades 
suaves cerradas simplemente conexas de dimensión n > 5 (Nóvikov, 
Browder)*). Naturalmente surge la pregunta: ¿cuáles son las inva- 
riantes, excepto un tipo homotópico y una clase de equivalencia del 
espacio fibrado tangento, que definen una variedad suave cerrada? 
Para ol caso particular de las esferas homotópicas hemos indicado la 
teoría (Milnor-Kervaire) que resuelve estos problemas. El enfoque 
de este problema para las variedades generales es el siguiente: tra- 
bajamos con un espacio fibrado normal estable vY con inmersión 
(encaje) Л/" = А”, definido de una manera unívoca por un espa- 
cio fibrado tangente т" si № >n + 1 en virtud de la igualdad 


т Ө ут ~ 0. 


Las variedades suaves de cualquicr tipo homotópico по esférico, 
sin duda, no forman ningún grupo. Rosulta muy útil examinar un 
complejo de Thom M (vy). Hay nna inmersión (encaje) natural 
М" с М (у^) y una aplicación de todo un entorno U de la varicdad 
М" еп RHN 8%+® 

U > M (v). 
donde äU se aplica en un punto. El entorno de U os precisamente el 
espacio fibrado vY. La aplicación de los pares (U, 9U) — (А (у®),*) 
se prolonga de una manera natural hasta la aplicación de una esfera, 
trasladando un complemento del entorno /7 en la esfera S+" on un 
punto *: 


ppan: SF M (у^). 
Para la aplicación ф = pyn tenemos 
Da [5%] =p M] E Eney (Mi). 


*) Para n = 4 de esta teoría se deduce sólo la afirmación que las varie- 
dades homotópicamente equivalentes son h-cobordantes. 
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Así, el ciclo æ [47%] es esférico. Luego, ol grupo Н„+ y (M (УХ); Z) 
ез igual a Z, п < N + 1. Como corolario de los resultados del $ 10 
tenemos: 


Ayen (М (у%у) =2 4D, 


donde D es un grupo abeliano finito. 
A la variedad 11%, en virtud de esta construcción, le corresponde 
un elemento pyn E лү +» (МХ) tal. que р, ISH] = q А). 
Por eso аф» = 1 — а. a ED. Tiene lugar la siguiente afirmación. 
avirmacion £ (Nóvikov). a) A cada variedad Mi para la cual es 


dada una equivalencia homotópica Mi 25 М" (deg у = +1, Pa = 
= vii), que conserva un espacio fibrado normal y orientación. le co- 


responde un elemento эры E ту + (M (0%) de forma 1 + a a €D 
(aunque, hablando en general, no uno). Para n + 4k + 2 es justa tam- 
bién la afirmación inversa. Para п = 4k + 2 los elementos «realiza- 


bles» 1 -> œ pueden recorrer un subgrupo æ € D < D, donde D =D, 


D tiene el índice 2. 

b) Si dos tales variedades Mi y MÍ resultan estar en una misma 
clase 1 + æ E ль + y (АТ (х5), entonces se hallará una esfera de Milnor 
DE 9Р2" tal, que Mi 0 Mi, 

COROLARIO. Con un tipo homotópico dado y un espacio fubrado tan- 
gente (0 de sus invariantes, las clases рь € H* (M"; Q)) puede ser sólo 
un número finito de las variedades suaves simplemente conexas no di- 
Јеотогјаз de par en par de dimensión п > 5 (todos los invariantes cons- 
truidos de difeomorjismo toman valores en los grupos abelianos finitos). 

Otro teorema (Browder, Nóvikov) muestra, qué espacios fibrados 
vectoriales E sobre una variodad suave ЛГ} pueden ser realizados como 
los espacios fibrados normales М9 3"*% do alguna otra variedad 
М3 de un tipo homolópico M}: 

a) Para esto оз necesario, y con п -- 6, 14 y todos los n — 2% = 
+- 122 5 impares, también suficiente, que un ciclo q [MP1 € 
€ Huey (М (E) sea esférico (imagen de Ja esfera 5+"). 

) Cuando п = 4k para la condición de suficiencia hay que añadir 
la condición de que un polinomio de Hirzebruch de parte de las 
clases р, (E), . - .. рк (E) coincida con la signatura т [M7]. Es ovi- 
dente la necesidad de esta condición. vóase más arriba la fórmula 
de signatura. 

En efecto, este teorema puede ser formulado de una manera más 
goneral (Browder): es posible suponer que MY no es una variedad, 
sino sólo uu complejo en cuyas cohomologías con coeficientes enteros 
(que no son locales, sino globales) se tiene la dualidad de Poincaré. 

е pregunta: ¿ cuándo el complejo W? es de tipo homotópico de la 
variedad suave cerrada M3? Para eso es necesario y suficiente que 
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se halle un espacio fibrado estable E sobre 377, donde el ciclo q (4/3) 
es esférico y se cumplen las condiciones a) y b). 

Cuando л = 4k + 2, son justas las variantes de lodos estos teo- 
remas, pero se formulan de una manera más complicada; aquí no los 


presentamos. 
PROBLEMA з. Demostrar que tenemos para el caso de esfera A” = 
М 


М (0) = S" y 5%", 
пуна (M (У®у) = Z + twan (8%), 
es decir, D= луз (S”). 
Para calcular el grado de multiformidad de este «invariante nor- 
mal» фун Ewen (АГ (0) hay que examinar un grupo de clases 


homotópicas de las aplicaciones de un espacio fibrado normal que 
tienen el grado +1 en la baso; 


mba УХ уч. 


Este grupo actúa еп el complejo de Thom M (vY), las órbitas de 
acción en los elementos tolerables de lipo 1 + a de лук» (M 
corresponden exactamente a las variedades con exactitud de adición 
de las esferas de Milnor de los subgrupos дР"+1: MY => MI 4 дрн, 

тповіма +. Demostrar que para М" = S% el grado de multifor- 
midad so reduce a la factorización ty <p (8%) /". Calcular el grupo 
de clases homotópicas de los automorfismos de variodad con un 
espacio fibrado normal 11%. лу (M%) — 0; mostrar que este 
grupo actúa transitivamente en un conjunto de los elementos de 
forma 1 + с. Calcular ostos grupos para СР" у 5% x Si 

Prestemos atención a una propiedad más interesante (que puede 
sor ostablecida elomentalmente) de las equivalencias homotópicas 
quo conservan un espacio fibrado normal establo. 

тЕоВЕМА 1 (Mazur). Si f: Mi = M? es una equivalencia homotópica 
tal. que ftwY = vX, entonces los espacios E, y Ea de los espacios fibra- 
dos уу y уу con fibra AN son dijeomorfos (aquí no se supone el carácter 
simplemente conez >n 2. 

DEMOSTRACIÓN, гето la aproximació 


ў: cE 
y la aproximación g: M, С E, de una aplic «inversa» g: Mi = 
>> M} = Бу. donde jg ~ 1 y gf ~ 1. Consideramos que V >n + 1. 
Los espacios fibrados normales respecto a las imägones 7 (313) = Ea 
y g (Mi) = Бу, son w) уух, por condición. Por eso hay un difeomor- 
Ïismo de Jos dominios Di** y D,” formados por vectores de longitud 
<1 en ambos ospacios fibrados Æs, Æ; en los e-entornos U, у С, de 


Con n de Ja aplicación 


n ayuda de una inmersión suave J: MY с Es 
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las inmersiones J (W) = Ey y 2 (17) с Ey 


DAL UE, DYLU CE, 


J œ D”. Están definidas 


las aplicaciones: GF: Di? — Di", FG: D?’ — DP. Es posible con- 
siderar que el entorno U, contiene M? y el entorno 0, contiene 
Mi junto con sus S-entornos D у Dy” respectivamente, con 5 sufi- 
cientemente pequeños. En efecto, prestemos atención a que ol en- 


torno U, contiene una imagen difeomorfa GÍ (05°). Соп esto, la 
imagen de la sección mula es homotópica a sí misma. Por eso, me- 
diante un difeomorfismo do toda la variedad Æ, inmóvil para todos los 
vectores de longitud >1/2 e isotópico а un difeomorfismo idéntico, 
es posible hacer coincidir esta imagen con el entorno de la sección 
nula (véase [1], p. 11, $ 40). Aquí un papel importante desempeña la 
condición de estabilidad M > з + 2, que permite emplear el teo- 
теша de Whitnoy, (Además, el lector verá fácilmonte, que esta afir- 
mación se deduce dol teorema de Smale formulado más arriba en el 
caso simplemente conexo. Pero damos la demostración del teorema 
de Mazur también para las variedades no simplemente conexas.) 
Tenemos el diagrama de difeomorfismos e inmersiones (encajes) 


Notemos lo siguiente: U, с Руа 


1% РД 
u у 
ГА % 
v u 

2р 2р 


А 
Sin embargo Dj? con ayuda de un alargamiento canónico E; => Er 
ел 6-1 veces es difeomorío de Df", con eso el tamaño do 07; también 
se aumenta en б"! veces. Obtenemos, iterando el alargamiento múl- 
tiplemente: 


DP ср? с цур, < аср... 
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= у (2: ;, entonces una sucesión hin- 


Puesto que U С, p3 
и, 


chada de difeomorfismos Fg2,:U,, p; —> DÈ; еп el límite da un 
difoomorfismo E, — Ez. ВІ teorema queda demostrado. 

coroLarto 1. Los complejos de Thom de los espacios fibrados 
vY, УУ sobre las variedades M? y М" son homeomorfas continua- 
mente: 


MA) ле М (уй). 


La demostración es evidente. 

PROBLEMA 5. Si n = 3. entonces todas las variedades orientables 
son paralelizables ( demostrarlo ). 

conoLamo 2 Las variedades de lente Lh (ду) (f = 1. 2), si son ho- 
motópicamente equivalentes (es decir. q, = 229, donde ф. qa: À son 
residuos no nulos de módulo p. p es simple). tienen productos directos 
difeomorjos die R", n ;>5 (véase el $ 11) RX Lj (q) = L} (qa) X 
X R5, q = 

Los api] a de Thom de los espacios fibrados М (эу) y M (уз) son 
homeomorfos. 

Un hecho importante (Milnor): en el complejo de Thom M (v) 
hay un punto especial (ж) = M (у), el cual está colocado de una ma- 
nera combinatoria (con partición simplicial) como un cono sobre la 
frontera de nna «estrella» —espacio fibrado у; con fibra S"-* los 
invariantes combinatorios de la frontera de la estrella son invarian- 
tes del mismo complejo. Si la esfera 5"-! es par, y el espacio fibrado 
ya producto directo, entonces, la torsión do Roldemistor ss. de dh 

forma 


R (L5 (q) х 5") = В (1 (9) AS, 


donde у ез característica de Euler (¡Verifíquese!) En particular, puede 
suceder, por ejemplo, que p = 7: 


R (15 (а)) 1801) R (Lẹ (9а) x 1: (5°), 


donde y (S"-1) = 2. Por eso los complejos йо Thom M (у) y M (vs) 
son no equivalentes combinatoriamente, aunque sean homeomorfos. 


5. Hosopesos А. В. Внешняя геометрия many 


. Дубровин B. A., Повикое С. T., Фоме 


. Рашевсяий 11. К. Риманова тоометрия n тензорный амализ. — M.: Ма; 


‚7. Milnor. 
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S. Р. Nóvikov 
SUPLEMENTO 1 


TEORÍA ANÁLOGA A LA DE MORSE PARA 
LAS FUNCIONES MULTIFORMES. 

ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS PARÉNTESIS 
DE POISSON. 


Sca M una variedad suave cerrada de número finito o infinito 
de dimensiones (por ejemplo, algún espacio de curvas (caminos) quo 
unen dos puntos xp y тү de una variedad suave W™ о un espacio de 
curvas cerradas orientadas que son aplicaciones suaves de las cir- 
eunferencias еп W™). Domos una 1-forma cerrada w en la variedad 


a p 
M; existe un cubrimiento (de hojas infinitas) M >» M tal, que la 
forma p*w es una diferencial de la función (un ojemplo más simple es 


o = dp en RINO = M, donde M es una superficie de Riemann de 
logaritmo): 
p*o = 05. (1 


Llamaromos a S «función multiforme» en la variedad M. En caso 
de dimensión infinita supongamos que en Jos puntos críticos (osta- 
cionarios) (05 = 0 o ө = 0) la función 5 tenga una segunda dife- 
rencial 45 quo tiene un número finito de cuadrados negativos (sindi- 
се de Morse») y un grado finito de degeneración. De hecho vamos a 
examinar sólo un caso, cuando todos los puntos críticos no son dege- 
nerados, o bien forman variedades críticas no degeneradas (véase el 
$ 3). También supongamos, que 5 tiene un «desconso gradiental» 


correctamente definido, es decir, en la variedad А/ cualquier con- 
junto compacto al descender por el gradiente $ ora pende en un punto 
crítico, ora pasa sucesivamente рог todos los niveles de Ја función 5 
«hacia abajo». 

Problema; construir una teoría análoga a la de Morse para estimar 
el número do los puntos críticos de una función multiforme $ (es de- 
cir, de una 1-forma cerrada є) de cualquier Índice de Morso i. De- 
signemos al número de los puntos estacionarios con índice de Morse ғ 
рог т, (S) о por m (o), p*w = dS. 

22 


340 Suplemento 1 


Es posible en el grupo H, (W, Z) escoger tal base (ү, «+ = Var 
Mor +++» Yah que 


$ { 0, 2+1, @ 
o= А 

А жута0, j<k, 

además, todos los números x; соп j = 1, . . ., k son linealmente in- 


dependientes con coeficientes racionales (о опіегоз). El número 
l: — 4 se Пата «grado de irracionalidad» de la forma. Un grupo do 
monodromia de un cubrimiento mínimo р: 17 > M, que transforma 
о en una diferencial do una fnución unívoca 45 = p*eo, es igual 
exactamente а Z*, que os un grupo aboliano libre con X generatricos 
ly ++ +» tx que actúan como desplazamientos en М 


:M >M. 


De hecho е} exponente de la irracionalidad es un punto dol espacio 
proyectivo 


ê; 


x= àx 3 M2 3 %g 222) ERP, 


Un caso especialmente simple e interesante es К = 1, cuando la 
forma œ da un elemento de un grupo con cocficientes enteros de co- 
howologías [о] € Н! (М, Z). En esto caso, el exp {2д!$} es una 
función unívoca de valor complejo, por módulo igual а 4, o sea, la 
aplicación 


1 = өхр (2л15}:М -> St. (3) 


El problema sobre la construcción de una teoría análoga л la de 
Morse para los puntos críticos de talos aplicaciones es, sin duda, do 
aspecto clásico, pero esto problema recién {пе examinado en la li- 
toratura en el año 1981. 

Examinemos ejemplos de dimonsiones infinitas de las «funciona- 
los multiformes», que conducen de una manera natural a los proble- 
mas más arriba planteados. Sea W” una variedad de Riemann con 
la métrica completa gı; (т) en la cual está dada una 2-forma cerrada 
Q, dQ = 0. Definimos un recubrimiento W™ = U Ua por tal fami- 

a 


lia do dominios, que 
a) la forma Q өз exacta en cualquier Us 


Q| Ua = dias (4) 


b) para cualquier aplicación suave y del segmento / о de la 
circunferencia 5! еп W” existe un dominio U, tal, que y está com- 
pletamente en Ua. 

Consideremos la variedad M = О (т, 
(caminos) que unen dos puntos. o M = 


ту, W™) de las curvas 
(Wm) de las curvas ce- 
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rradas orientadas y recubrámoslas соп los dominios Л = UNa. 


a 
donde №, consta de todas las curvas y Œ Ua. Cada intersección 
Na П Му se representa de la forma №, NNa = U NÝ. donde q es 


el número de la clase de homologías de la curva en H, (Ua N Up, R) 
cerrada о con dos oxtremos xy, ту. En cada conjunto №, definimos 
una funcional unívoca 


SD (9) | (dp). 6) 
У 


LEMA 1. En las intersecciones М para cada q la diferencia de 
las funcionales S®{y}—S™ (y) es una constante. 

Efectivamente, la diferencia do las funcionales se representa de 
forma 


SOS Sa (6) 
; 


donde dy, = Фра. Por eso, para cada clase de homologías g esta 
integral es una constante. El Jema queda demostrado. 

Do manera que un juego de las funcionales S® define una «fun- 
ciona) multiforme» S tal, que 55 ез una 1-forma definida de manera 
global en la variedad de dimensión infinita M. 

Esto ejemplo se generaliza naturalmente: sea dada alguna funcio- 
nal univoca bastante regular 5, {ү} para las aplicaciones suaves 
ү: Vi => W" de dos variedades de Riemann completas, sean dados 
una (2 + 4)-forma cerrada Q еп W™, dQ = 0 y оп recubrimiento 
И" = U Ua tal, que 

a 


a) Q (Ua = р, 

b) Para cualquier y hay un número о tal, que la imagen de y se 
encuentra completamente еп el dominio Va. 

Por analogía a lo antedicho en la variedad 17 de todas las apli- 
caciones V! —> W" («campos de Chirals) surge una «funcional multi- 


dormer 8 = So + | ia (véase М], $ 5). 


> 

Volvamos al caso 1 = 4, cuando рага las métricas de Riemann 
completas дуу өв la variedad W™ y para cualquier 2-forma Q los 
indices de Morse de todos los puntos estacionarios son finitos y el 


haz del descenso gradiental а ЛУ está definido correctamente. Tal 
ituación surge para el análogo de la llamada «funcional de Mauper- 
tuis-Fermat»: trayectorias del movimiento de una partícula cargada 
en un campo potencial de fuerzas и (т) y campo magnético О en 
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la variedad de Riemann W” (aquí m = 2 ó 3) con una energía da- 
da, los E se definen como extremos de Ja funcional 


бер (day de), @ 
> 
donde 
(dig)? = 2т (Е— и (2) gy de de, (8) 


а(4;02)=9 


(véase 11], р. Т, $ 33). Aquí el campo magnético Q se considera 
2-forma exacta. Para las 2-formas no exactas de Q llegamos a las 
funcionales multiformes. Siempre en adelante supondremos cumplida 


la oxigencia de la completitud de la métrica Zz. En la variedad com- 
pacta 1Y” esto se equivale a la condición 


Е > тайх и (х). (9) 
у" 


Para las variedades no simplemente conexas 1” (por ejemplo. рага 
el toro W™ = 7”) puede darse vsta situación: a posar do todas las 
construcciones anterioros y la inexactitud de la forma Q, a posteriori 
la 4-forma $$ resultará ser exacta sólo por que el mismo espacio do 
curvas M os simplemente conexo. Para la exactitud de Ја A-forma 
(85) y wniformidad de la funcional $ es suficiente que la forma О 


en un cubrimiento universal se vuelva oxacta q: И" —— W", tQ = 
= Фр, Esto es correcto, si la clase de cohomologías de forma 19) € 
€ H? (W™, R) se contiene en un subgrupo conexo sólo con el grupo 
fundamental: 


[91€ 4% (21, R) с IP (W", R). 


propLema 1. Hallar la condición suficiente para que la funcional 
5 on un espacio de curvas cerradas tome valores negativos tan gran- 
des como зе quiera (condición en el grupo лу y en la clase de homolo- 
gías [Q] € А? (л,, R). 

Esto no puede ser cumplido para las variedades simplemente 
conoxas W™, Las integrales de 1-forma (25) por los ciclos básicos êh 
М y el grado de irracionalidad de la forma о = (85), son definidos 
por un juego de integrales de 2-forma О por los 2-ciclos en H, (W”,Z) 
y coinciden con ellas. 

Algunos sistemas importantes de la mecánica clásica se reducen a 
las extremales de las funcionales de forma (7) (Nóvikov — Shmelzer): 

1. El problema de Kirchhoff sobre el movimiento del cuerpo 
sólido en un líquido ideal cuyo movimiento es potencial y el cual 
está en el infinito; 
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2. El problema sobre el movimiento del cuerpo sólido en torno a 
un punto inmóvil en un campo simétrico respecto al eje —en parti- 
cular, constante— de gravitación (trompo, giróscopo, ete.). 

Estos dos problemas se describen por las ecuaciones, las cuales 
som, después de algunas transformaciones, sistemas de Hamilton 
en el álgebra de Lie Г, = Е (3) de un grupo de movimientos de un 
espacio euclídeo tridimensional, donde el espacio de fase es un ës- 
pacio conjugado £*. Escogiendo la base (e$) en L* representamos 
cualquier elemento en forma 

l=); Let, (10) 
con todo eso, l; Є L son formas lineales еп L*, L = (L*)*. Por defi- 
nición, el paréntesis de Poisson para cualesquiera funciones ] (2*) 
en £* se define, partiendo de las siguientes exigencias. 

1. El paréntesis de Poisson de dos funciones lineales en L* —o 


sea, de los elementos del álgebra de Lie L— coincide con su conmu- 
tador on L: 


41. 1) =. a 


2. El paréntesis de Poisson de cualesquiera funciones еп L* es 
definido por la exigencia 1 junto con los axiomas generales a los 
cuales satisface la paréntesis: bilinealidad, antisimetría, identidad 
de Jacobi y fórmula de Leibniz para la multiplicación de las fun- 
ciones 


Va h} = {fs h} g + {g, h} f. (12) 

Hablando en general, el paréntesis do Poisson de cualesquiera 

funciones en la variedad N? con coordenadas locales (zt, ..., 2 
es definido por el tensor № (z) = —h* (т) según la fórmula 

1002. (13) 


La exigoncia de que la fórmula (13) defina el paréntesis de Poisson, 
es decir, que sea justa la identidad de Jacobi, introduce restricciones 
sobre el tensor hY(x): si det А125 0, entonces la 2-forma № 
= hi dz Лаз, invorsa al tensor h", debe ser cerrada: dh = 
hih?” = б\. E 

Un caso simplísimo А!) = const apareció en el formalismo de 
Hamilton clásico, que surge del cálculo de variaciones (véase [1], 
р. 1, $ 33). El siguiente caso А, función lineal de z, se discutió 
intensamente өп la bibliografía los últimos 15 años, puesto que 
АҺ) (д) = сда, donde с}? resulta un juego de las constantes estruc- 
turales del álgebra de Lie (esto se deduce de la identidad de Jacobi 
para el paréntesis). 
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Por lo visto, el caso de los paréntesis cuadráticos AY == cijglz!, 
según т, resultó también muy interesante y ahora lo empezaron а 
estudiar (Sklianin, Faddéev). 

Nos importa un caso «lineal según z» de las álgebras de Lie, más 
estrictamente, del álgobra de Lie L = E (3). Escojamos una basr 
estándar de generadores de esta álgebra (Aj, Ma Му, рү. Pa» Pa) 
donde los generadores p; corresponden а Jas traslaciones у M; а la 
torsiones. El paréntesis de Poisson (11), por definición, es de form: 
de conmutadores өп L = Е (3): 


123 
(Mo My =P ti Ma але ( ) 1), 


Mo р) enm (14 


(рр) =0. 


El hamiltoniano del sistema J (W, p) en el problema de Kirch 
hoff coincide con la energía del sistema cuerpo-líquido y es una form. 
cuadrática positiva do las variables (W, p) on el espacio £* (son ро 
sibles los términos lincales en И. si el cuerpo sólido no оз simple 
mente conexo): 


H= Y а,М,М +2 by Mipy + D сурар, (5 


Para ol movimiento de un cuerpo sólido (Lrompo, giróscopo) en w 
campo de gravitación simétrico respecto al eje U (2) en torno a ш 
punto inmóvil el bamiltoniano en el espacio Z* es do la forma 


H =Y) ayM¡M,+U (дїр), (16, 


dondo d' son constantes definibles por la posición del centro de masas, 
у son puntos de fijación. La forma cuadrática 2)a,¿M4,M, зо supone 
positiva siempre. En el caso (16) se tienen restricciones a esta forma 
como desigualdades, las cuales no se tienen en el problema de Kirch- 
hoff (45). 

Las ecuaciones de movimiento son de forma 


М, = (Н, Mi} pi = АН, р}. (17) 


Además de la energía H = E, las magnitudes (integrales) que se 
conservan de forma genoral para los sistemas (17) son tales funciones 


Jı (М, р), que 
Üo Mi} = {fo pi) == 0 (18) 


рага todo # = 1, 2, 3 (es decir, anulador del paréntesis de Poisson): 
Estas magnitudes que se encuentran, como resulta, en el centro de la 
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Mamada «álgebra envolvente» del álgebra de Lio, en el caso dado se 
reducen a dos magnitudes («integrales de Kirchhoff»): 


h=, h= M (19) 


(verificar (19) mediante un cálculo elemental). 

En el problema sobre el trompo (giróscopo) las magnitudes р, 
son tales, que /, == 1 siempre. En este caso la integral f, so Паша 
«constante de áreas». En las superficies de nivel f, = сопзі = ps 
los paréntesis de Poisson son dofinidos por las fórmulas (14), y la 
matriz AË (z) en esta variedad cuadridimensional para p 5 0 es по 
dogenerada: det В? = 0. Por eso se define una 2-forma «simpléctica» 
h = Му dz' Ndz’, hijh'* = 6}, donde dh == 0. La forma k depende 
de la magnitud de los niveles /, = p*, fa = ps. Se tiene el siguiente 
lema importante. 

LEMA 2, El cambio de variables 


и=Ө, Yo bepo =P ү: 


a 


o<e<2m -4 <90< 7. 

Рзеп Ө= ра, М,—үру= — Pos (20) 
рсозӨ@совф= рь, 2. — үр = Pe tg Osen q + pocos P, 
рсоз Ө ѕеп ф = р, M,— YP: = Po tg 0cos p— po sen y 

reduce el paréntesis de Poisson en las superficies de nivel fı = р? 0. 
la = ps а la forma 

dy, 1)=0, dy”, En) =88, (Es Eo) =s cos0 20 
Con eso, la 2-forma simpléctica adopta el aspecto 


2 
h= 2 ау AdE,+s cos @ de Ada =h + 0. 


donde О es una forma cerrada еп S?. 

Topológicamente la superficie de nivel ў, = р? +0, fa = ps es 
difeomorfa а T* (S?), un espacio fibrado tangente sobre la esfera 5°. 
La integral por parte de las formas h y © por un ciclo básico 153 € 
€ H, (T* (5%) = Z es de la forma 


55 h= И О =4лз=4л],/:!?. 
5 is 


La demostración de este lema se obtiene por cálculo directo. La 
estructura topológica de las órbitas f, = p?, fa = р, es casi evidente- 
debido a la forma de las integrales fy, fa. 
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Tropezamos con los paréntesis de Poisson еп 7* (M") de forma 
h = hy + Q, donde Q es una 2-forma cerrada en Ja base M7”. Tal 
paréutesis de Poisson equivale a la inclusión en el sistema de un 
campo magnético formal Ф. De manera quo las trayectorias de movi- 
miento en los problemas de Kirchhoff y de trompo (giróscopo) pueden 
ser obtenidas del principio de «Maupertuis—Fermato, os docir, de la 
funcional de forma (7), Ja cual es multiforme рага 5 0 o f, 0 
(para un giróscopo clásico la «constante de áreas» es distinta de cero). 
El hamiltoniano И еп las superficies }, = р? 5 0, 7, = ps en las 
variables (20) es do forma 


B =A g (0) Eao +A (YE, +U (у), 


y el paróntesis de Poisson se defino por las fórmulas (21). Este siste- 
ma ез equivalente en el dominio Ca — SIX(P, U P3) (P, y Р, son 
los polos superior e inferior) а un sistema de Lagrange definibile рос 
una funcional de acción mecánica 


SO (уу = | (жаы —0@0— A, (0) Y—s sento) de, (22) 
E 


donde 


Baog = 6, А„& %=4А°. y=0, =p, 
U = (0 АА). 


La funcional 5 es de forma de la funcional de acción de una particu- 
la cargada sobre la esfera 52 con métrica ga en un campo potencial 
U (х) y en un campo magnético Q,, = 9,42 — 0,4, de un «monopo- 
lo» no trivial, puesto que para s 5 0 un «campo magnótico» es no 
trivial topológicamente. El papel del пішого œ рага el dominio 
Ua en la esfera S? lo dosompoña el par de polos opuestos 


а 


(21 Ора). 


Para el recubrimiento $? = JU, (véase más arriba) se cumplen 


aquellas exigencias con cuya ayuda se definió la funcional multiforme. 
Así, en nuestro caso, 5 es una funcional multiforme соп s = 0. de 
acción de este sistema, la cual depende del nivel (p, s). 

Con una energía Æ dada, las trayectorias de movimiento es po- 
sible obtenerlas de la funcional de Maupertuis—Format, que es 


Teoria de Morse para las funciones multiformes 347 


multiforme también, donde 83 es una 1-focma cerrada de dimensión 
infinita 


зо | (й&— А ay), 
+ 


VEZU) eur Y. (23) 


Para Ё;> máx U (y) la métrica Le es completa. 
ES 


Destaquemos una propiedad explícitamente imporlante de una 
funcional unívoca o multiforme de forma (7): 

en un espacio de curvas cerradas orientadas M = Q+ (52) las 
curvas de un punto forman una variedad crítica no dogonerada de 


los animos locales. Normalizamos la funcional $ en un cubriente 


con hojas infinitas p: 27 —> M (donde $ es unívoca) de tal manera: 
en un componente (sea nulo) de una preimagen completa p- (6°) = 
= U 5% de la variedad de las curvas de un punto, la funcional es 


igual a cero, 
$ (Si) =0 
3 (Si) =n | | 2=4ans. (24) 
5 


Es evidente la generalización do esta propiedad en cualesquiera 
variedades W 

Utilicemos estas propiedades del espacio de curvas cerradas. 
Unamos con un segmento 7 (0, 1) dos componentes de los mínimos 


locales en el cubriente A7 de tal modo, que el punto 0 se encuentra en 
S? y el punto 1 se encuentro en S? = Af. Comencemos a desplazar 


monólonamente este segmento chacia abajo» por el gradiente $, 
obteniendo un segmento /,. т >0, Г, = 7. Vemos lo siguiente: 

a) son inmóviles los extremos para todo т; 

b) máx S(L,)>4a5. ye que en los extremos hay un míni- 

rmconst 
mo local. 

De esto, junto con el principio conocido de minimax se deduce la 
existencia de un punto crítico de ensilladura que tiene índice 1 en 
un caso no degenerado. 

Así, es justo el siguiente teorema. 

Teorema 1 (Nóvikovw). Para todos los valores de los parámetros 
(E, р. 5) con la condición (9), existe una trayectoria en el problema de 
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Kirchhoff y de movimiento del trompo (gtróscopo) que es periódica en 
el sistema сопеха con el cuerpo. 

OBSERVACIONES, а) Varios mecánicos, utilizando los mótodos de la 
teoría de las perturbaciones. obtuvieron de una manera más explí- 
cita talos familias cerca de los casos integrables. La posibilidad de 
prolongar esas familias en los valores de los parámetros que están 
lejos do los casos integrables quedaba sin demostrarse; b) para la 
constante nula de áreas s = 0 en el probloma sobro giróscopo surge 
una funcional unívoca en 5° equivalente а la métrica, en virtud del 
principio de Maupertuis—Fermat. Este resultado fue obtenido ante- 
riormente medianto otro método (Kozlov, Jarlámov). Aquí, para 
Е > máx U (т) es posible ntilizar los teoremas ya conocidos de 
Enusternik—Shbnirelman; para Ё < máx U el estudio fue hecho por 
Kozlov. 

Ahora pasemos a un problema puramente topológico sobro la 
construcción de la teoría análoga a ìa de Morse para las 1-formas œ 
en las variedades suaves cerradas de dimensión finita M = М". 
En el caso más simple, si la forma œ representa una clase de coho- 
mologías con coeficientes enteros [ө] Є Я: (М". R), llegamos a la 
aplicación on una cirennferencia 


J = ехр(2л/8у: М" 57, So- fiT R. 


Consideromos ese caso. Si no hay puntos críticos, la aplicación f 
define un espacio fibrado suavo con base B = S!, Un Z-cubrimiento 
ciclico M => 11” so construye de tal manora: realicemos mediante 
una subvariedad №”"-! el ciclo D lol € Hn- (47*, Z), donde D es el 
operador de dualidad de Poincaré. Cortando la variedad Л" por el 
ciclo №"! obtendremos una película IV" con dos bordes 4W 
= NIT! U №37! queson difeomorfos a У"-! (véase también cl $ 27). 
Tomemos un número infinito de ejemplares de esta polícula IV = 
== W; con fronteras W; = Nso U Nin que son difeomorfas а 
-N"=L, Los peguemos unos con otros а lo largo de los bordes según 
los números indicados de los componentes de la frontera 


Me Y Wa Ма М —oo<i<o. 
era 
Es posible considerar, que la variedad №"! = NG"! está escogida 
сото una superficie de nivel de la función 5 (o la preimagen completa 
de un punto con aplicación / = exp (2715). El oporador de mono- 
dromia actúa así: 


п Иа. Ман Ма Халас MÁ. (25) 


En concordancia con los principios generales. la función $ debe 
engendrar un complejo celular (véase el $ 15). Sin embargo en nues- 
tro caso no se cumple una exigencia importantísima, en la cual se 
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fundamentaba la teoría de Morse ordinaria: en esta teoria siempre 
era necesario que los dominios de menores valores 5 < a fuoran re- 
lativamento compactos en un caso de dimensión finita o infinita. 
Esto no es justo en nuestro caso. Pero también en nuestro caso de 
cada punto crítico de índice ¿ sale «hacia abajo» por los niveles una 
«superficie de descenso rapidísimo», la cual (o su pequeño movimiento 
si es necesario) es natural considerarla «célula». Sin embargo, esta 
«célula» puede alargarse por los niveles S hasta —oo; en su frontera 
algebraica puede ser incluido un número infinito de las mismas «có- 


lulas» de dimensión ¿ — 1. Para un desplazamiento 2: M — M la 
función S que se transforma en sí misma con complemento de cons- 
tante, aplicando los puntos críticos en los puntos críticos. Así, 
llegamos a las conclusiones: 

a) cada punto crítico define una generatriz libro en un complejo 
que nos interesa; 

b) la frontera de la célula puede ser combinación lineal infinita 
de las células de este complejo, las cuales se encuentran «más abajo» 
por los niveles de la función S, es decir, que van hacia el co sólo on 


una dirección en M; 
e) todas las «cólulas» so obtienen do un número finito do las bá- 
sicas, mediante diversos desplazamientos en los olementos "У dol 


grupo Z que actúa en M. 
Introduzcamos un anillo compuesto do las sories de Laurent de 

forma 
туй, (26) 


ебу 
con coeticientes enteros ту que se anulan para todo j nogativo bas- 
tanto grande, Designamos a este anillo por Ё+ [/, t-1] = К. Al 
complojo celular engendrado por una función multiforme en la va- 
riedad М" o рог la función 5 en ol cubrimiento Д7 —» М", lo con: 
deramos como un complejo libro de K-módulos C con un número fi- 


nito de generatrices (puesto que el número de los puntos críticos es 
finito). El complejo C es do la forma 


a a 
0->С„-С„.,..- —C>C,>0, 


donde ð es un homomorfismo de K-módulos. Notemos, que a dife- 
rencia de la teoría de Morse ordinaria aquí es posible la situación 
Co = 0, Cn = 0. Es más, en cualquier variedad M” hay una 1-forma 
cerrada de cualquier clase de coho:nologías no trivial [o] € A (M", 
Z) tal, que no hay en absoluto mínimos ni máximos locales (es decir, 


Co = Cn = 0). 


380 Suplemento 1 


Para los productos oblicuos 37" con base St, hay una forma w sin 
puntos críticos, es decir, Ca = С„., = = 

Tiene lugar el siguiente lema. 

temas Las homología del complejo de K-módulos С. engendrado 
por cualquier 1-јоғта suave cerrada « son homotópicamente invariantes. 

Sin demostrar esto lema sencillo, vemos que los invariantos de 
esos grupos de homologías pueden ser utilizados para obtener aná» 
logos de las desigualdades de Morse en caso de las funciones multi- 
Tormes que engendran una aplicación en la circunferencia 


exp (2018) : M" — S'. 


== 


El anillo X өз homológicamente uni iensional (si los coeficientes 
do series (20) son elementos de un campo, entonces K оз también 
un campo). Por consiguiente, los submódulos de los módulos libres 
son siempre libros. Esto permite escoger bases libres en los grupos 
(módulos) de los «cielos» Z, = Kerd<= С, y do las «fronteras» 
В» с 2р. A la diferencia de rangos de esos módulos la Hamaremos 
«número de Betti» y la designamos por ba (M/”. a). donde а = fol. 


ba (MP, a) = rang 2, — rang Ву. 


Los análogos de los números de torsión q, (47”, a) se dofinon а 
posible escoger bases libres (ej... . .. ex) de módulo 2, y (e... 
2.6). de submódulo Ba, donde № — L = фу con Јаз siguientes 
propiedados 


P y А У, 
еф= (п + У ant) +2 оу (де 
j= (ns +5, пл ) +2, 00 е 


además: 1) ol número ny se divide en número пуу; 2) los grados de 
todos los términos de series qıy (t) son no negativos; З) los números 
qis (0) + 0 y se dividen por ny para todos los ї, j (si la serie qı; no 
se anula idónticamonte). 

Un número general de los índices j tales que n; 5 1, зе Лата nú- 
moro do torsión y se designa por ga (M”, w). El número q, + br 
шә con un número mínimo de generatrices de módulo Н = 
= 2/Ву. 

TEOREMA 2. Tienen lugar los siguientes análogos de las desigualda: 
des de Morse para los números пы (5) o my (w) de los puntos críticos 
de índice i para la aplicación en la circunferencia exp (2x5) o una 
l-forma cerrada œ, donde [wl € H (Mp, Z): 

m (8) > bı (М", lol) + qu (M”, Lol) — gi (М. ө). en 
La demostración de este teorema es fácil obtenerla del anterior. 

Notemos, que los análogos de las desigualdados de Morse obte- 
nidos por nosotros son análogos a los clásicos, pero los invariantes 
арор incluidos en ellos tienen un sentido geométrico más com- 
plejo. 
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Para las variedades con x, (M") = Z tieno sentido la cuestión 
sobre la exactitud de las desigualdades (27). análoga al conocido 
teorema de Smale sobre las funciones unívocas en las variedades 
simplemente conexas. Es posible construir sin dificultad una super- 
ficie de nivel Д”-1 ст M”, que es dual а la clase [o] € Hi (A7”. 2) y 
es conexa y simplemente conexa (en particular, para п > 5). Luego, 
utilizando la función de Smale en la película W” con dos bordes 
дуу" = №" (| N™ obtenida de М" por un corte, es posible de 
ила monera eminimal» (empleando la función de Smale on И”) pro- 
longar la superficie de nivel V"-! en toda la variodad M” y obtener 


la forma w en M” y la función S en el cubrimiento M— M”, Sim 
embargo esta forma (o función multiforme) puede sor no minimal ni 
mucho menos por el número de los puntos críticos. La construcción de 
la 1-forma minimal ө exigo elegir en cierto sentido una variedad ini- 
cial «minimal» N"-1 cœ Af", в! esta elección es posible en general. 
Sería interesante examinar esta cuestión hasta sn fin para las va- 
riedades con el grupo л, (M”) = Z. (Este problema lo resolvió Far- 
ber еп 1983.) 

Efectuamos algunas observaciones relacionadas con un caso más 
complicado Æ > 1, es decir, cuando la forma ө) tione por lo menos dos. 
integrales racionalmente independientes por ciclos unidimensionales- 


х=, Var ++, Prs Үл, +++, Yy es una baso Н,(М", 2), 
y 
40 x0, Nm 0, 


Д 
m; son números enteros arbitrarios. Surge el cubrimiento M => Af”, 
donde р* = dS y el grupo de monodromia es abeliano libre. Intro” 
duzcamos el anillo К consistente en las series b € Ку соп coeli- 


cientes enteros 
D 


= 2 эмт 
mmn my) 
tales que 
bm = 0, si Уут es lo suficientemente grande por módulo, 
y nogativo. 


2. Tenga «estabilidad» por х o sea, para cualquior serie b se ha- 
Man tales números e >Q, у У, que bm == 0, зі se cumplen las condicio- 
nes 

У тик < — №. donde Y | x}— r] <e 


La 1-forma cerrada o define un complejo celular, que considera- 
mos como wn complejo de К, — módulos. Las homologías de este 
complejo son homotópicamente invariantes y pueden servir de hase 
para construir las desigualdades del tipo de Morse. Es interesante 
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estudiar la dependencia de ж respecto a los complojos y las homologías 
que surgen aquí, si la forma ө cambia un poco, у los puntos críticos 


permanecen iguales on esencia. 
Si la forma œ no tiene puntos críticos en absoluto, la variedad 


M" es de forma 
M" = М@^ = (М x Ry, 


donde N es una fibra típica de fibración ө = 0. En caso dado todas 
las fibras son iguales. De la aproximación de la forma о por medio 
do formas cerradas у —> œ con las integrales racionales por ciclos, 
sin los puntos criticos. es evidente que la variedad 3" es un pro- 
ducto oblicuo con base-circunferencia. Las fibras do estos productos 


oblicuos son variedades compactas №у-!, que son factores N, 
RN, 


ез decir, Ẹ es un cubrimiento regular sobre NJ- con grupo de mo- 
nodromia 22-4, 


А. Т. Fomenko 
SUPLEMENTO 2 


PROBLEMA DE PLATEAU, BORDISMOS 
Y SUPERFICIES GLOBALES MINIMALES 
EN LAS VARIEDADES DE RIEMANN 


I. Superficies locales minimales (mínimas) 

Como fue mencionado en [1], p. 1, § 87, un buen modelo fisico 
evidente de las superficies minimales bidimensionales son las pelí- 
culas de jabón que cubren un contorno fijado do alambre еп un espa- 
cio euclídeo tridimensional. Recordemos la definición de la funcional 
de volumen multidimensional. Sea V* una subvariedad suave com- 
pacta en una variedad де Riemann M”, sea Р с V un dominio en 
esta subvariedad y sea g,, una métrica de Riemann inducida en V. 
Entonces está definido el número vol „2 llamado volumen A-dimen- 
sional del dominio еп la subvariedad respecto a la métrica руу. Si 
la subvariedad es compacta, obtenemos la correspondencia У — vol, V 
que define la funcional de un volumen de Riemann en una clase de 
subvariedades k-dimensionales. Precisamente las extremales de esta 
funcional se llaman superficies locales minimales. Por ejemplo, para 
el caso de una hipersuperficie V sumergida en un espacio euclídoo R”, 
la ecuación de Euler — Lagrange para esta funcional, cuyas solu- 
ciones son superficies locales minimales, fue hallada en [1], р. 1. 
$ 37. La condición de minimalidad local de la hipersuperficie V en 
А" es posible escribirla en el lenguaje de los invariantes locales de la 
inmersión de esta superficie en el espacio euclídeo. Recordemos un 
resultado clásico (véase la demostración. por ejemplo, en (4). p. 1, 
$ 37): рпоровІсІох 1. Sea И"-1 с R” una hipersuperficie suave (es 
posible, con un borde no vacío). La curvatura media H de esta hiper- 
superficie es idénticamente igual a cero si, y sólo si, es posible repre- 
sentar esta superficie en el entorno de cada punto interior suyo en forma 
de su gráfico de una función extremal para una funcional de volumen 
(o sea, en forma de solución de ecuación de la hipersuperficie minimal). 

Las superficies minimales bidimensionales en un espacio tridi- 
mensional admiten una descripción analítica bastante simple. Su- 
pongamos. que la superficie T? es definida por un radio-vector r: 
D (u, 0) — R’, г = r (u, v). donde D es un dominio en el plano com 
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coordenadas cartesianas u, v. Es fácil verificar que si u y v son coor- 
denadas conformes en la superficie (es decir, la métrica de Riemann 
inducida en la superficie es de forma А (и, v) (du? -+ de*)), entonces 
el radio-vector es armónico, o sea, sus coordenadas som funciones 


armónicas (respecto al operador Z + E). Véanse los detalles en 
111. р. 1. $ 37. Lo inverso, hablando en general, no es justo, es decir, 
la superficie barrida por un radio-vector armónico no tiene necesa- 
riamente que ser minimal. La estructura topológica de las superficies 
minimales bidimensionales es bastante complicada, en particular, 
(a pesar de la existencia de una superficie minimal cubriente cual- 
quier contorno cerrado suave a trozos) no hay un teorema de unici- 
dad de la superficio minimal con un contorno fijo dado de frontera 
(borde de la superficie). Además, las películas minimales pueden te- 
ner peculiaridades. 

E] «problema de Plateau» es un término que asocia una serie de 
problemas relacionados con el estudio de las oxtremales y mínimos 
absolutos de la funcional de volumen k-dimensional, definida en la 
<lase de superficies k-dimensionales sumergidas en una variedad de 
Riemann abrazante y que satisfacen unas u otras condiciones de 
frontera. En la rica historia del desarrollo de los problemas de varia- 
ción de este tipo, naturalmente se destacan algunos períodos, carac- 
terizantes por los enfoques muy diferentes de las mismas nociones de 
«superficie», «frontera», «minimización» y, respoctivamente, por los 
distintos métodos de obtención de las soluciones minimales, Histó- 
ricamente, primero fue planteado y resuolto el problema de Plateau 
para una superficie bidimensional con borde en R* (y después, tam- 
bión en А"). En forma paramétrica este problema puede ser formu- 
lado así. 

Sea r (и, v) un radio-vector de la superficie У? en R", es decir, 
f: D-=R" da (localmente) una aplicación regular de un dominio 
bidimensional D с R? еп el espacio R". Entonces volaf (D) = 
= [үх —F du dv. Pregunta: ¿es posible hallar una superficie 
һр 
X? = fo (Р) (y la aplicación. ў,) tal, que ella tenga como frontera un 
contorno dado А, o sea, un sistema de circunferencias no intersocadas 
sumergidas (encajadas) en R”, y además el área de esa superficie 
buscada sea mínima en comparación con las áreas de las restantes 
«superficies de forma Х? = f (D) limitadas por el mismo contorno 
(5 soa, que tienen el mismo borde)? Además de está problema de 
obtención del mínimo absoluto (en la clase de todas las superficies 
соп frontera dada), también se examinaba el problema sobre obten- 
ción de mínimo en dada clase homotópica, es decir, en lá clase de 
superficios (con frontera fijada) dadas por las aplicaciones homotó- 
Picas entre ellas. Resulta que en un caso bidimensional estos pro ble- 
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mas se resuelven en sentido positivo (véanse, por ejemplo, los resú- 
menes еп [1*], [2*]). Notemos, que la película mínima Х® <= fọ ( 
puede tener autointersecciones y otros puntos singulares (en depen- 
dencia de la configuración del contorno de frontera). Es numerosa 
la bibliografía.sobre este problema bidimensional y cuestiones rela- 
cionadas con el mismo pero, puesto que nuestro objetivo principal 
es el resumen del problema multidimensional de Plateau, remitimos 
al lector que está interesado por el «temario bidimensional» a los 
resúmenes [5%], [6*]. 

Para pasar al análisis del problema multidimensional necesita- 
mos de algunas nociones relacionadas con la segunda forma funda- 
mental de la variedad de Riemann. 

Sea f: МА —> W” una inmersión suave de una variedad suave М? 
en una variedad de Riemann suave orientable conexa cerrada W”. 
Por TM designemos a un espacio fibrado tangente de variedad M. 
Sea TmM un plano tangente respecto a M en el punto m € M. Conno- 
tamos соп (z, y) al producto escalar de los vectores z, y € T mM 
inducido por una métrica de Riemann dada en W. Sea Y una cono- 
xión de Riemann simétrica en 7 W concordada con esta métrica. Como 
siempre, para un campo tensorial arbitrario Р designemos por Y xP. 
su derivada covariante a lo largo de un campo vectorial X en W 
para la conexión Y. Si х es el valor del campo vectorial X en el 
punto т (o sea, vector del plano 7,„ W), entonces designemos рог 
ХҮР a una derivada covariante del campo Р a lo largo de la direc- 
ción z. 

Para abreviar vna vez más connotamos la subvariedad f (M*) = 
© W” соп М", entonces a la par con el espacio fibrado 7M ве define 
un espacio fibrado normal NM, puesto que en cada punto m € M 
está definido un plano Np" ortogonal al plano 717. La inmersión 
(el encaje) M —> W engendra conexiones de Riemann naturales en 
TM y en NM. Sean: У. un campo suave vectorial en la subvariedad 
М, y z € Tm, un vector tangente arbitrario. Supongamos, por de- 
finición, YY =(Y,Y)", donde рог Y se designa la conexión de 
Riemann simétrica dada en Ja variedad abrazante W, y ( )T es una 
proyección ortogonal en el plano tangento TmM. Es fácil de veri- 
ficar que esta operación es una conexión de Riemann sin torsión en 
TM, definible de manera unívoca por una métrica de Riemann en M, 
inducida por la inmersión M —- W. De la misma manera se define 
la conexión en un espacio fibrado normal NM. Consideremos una: 
sección suave arbitraria V del espacio fibrado NM, o sea, demos en 
cada punto m € M un vector normal V (т) € NM. Obtenemos un 


campo suave vectorial Y definido en la variedad M. Si = € TM, 


hacemos „У =(Y,V)", donde ( )^ es una proyección ortogonal en 
el plano NmM. Esa operación es conexión de Riemann sin torsión en 
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NM. Pasemos a la construcción de la segunda forma cuadrática de la 
subvariedad M (de codimensión arbitraria). 

DEFINICION 1. Sea 2 E 7„М, vE N mM. Incluyamos el vector v 
en un campo vectorial arbitrario suave V en la variedad W, do modo 
que el campo Y resulte ortogonal a la subvariedad M en cierto entorno 
del punto m € M. Definimos la aplicación lineal 0°: TM —= Т„М 
por la fórmula: Q” (z) = —(Y,V)T. Esa aplicación resulta simétrica 
У, por consiguiente, define alguna forma bilineal {0°}, la cual pre- 
cisamente se Пата segunda forma fundamental de la subvariedad 
Mc №. 

En realidad, hemos dofinido toda una familia Q de formas 0°, 
еп la cual el vector v Є NM desempeña el papel de parámetro, 
Q= 01. Resulta, que Q está definida correctamente, es decir no 
depende del modo de inclusión del vector v en el campo vectorial V 
en la variedad W y depende de una manera suave de todos sus argu- 
mentos, De manera equivalente Q puedo interpretarse como una 
forma bilineal simétrica en el espacio tangente TM con valores 
en un espacio normal NM. En efecto, si т. y € TM, es posible 
definir la forma Q (z, y) € NM рог la igualdad: (0 (z. y). v) = 
= (Q%z, y). Incluyamos el vector y en el campo suave vectorial Y 
en la variedad W y que este campo sea tangente a la subvariedad M. 
Entoncos tenemos: Q (т. y) = (942%. Соп la ayuda de la forma 
es posible ahora definir la curvatuca media de la subvariedad M. 

DEFINICION 2, Consideremos la segunda forma fundamental repre- 
sentada en forma Q en el espacio tangente 7 mM. Ya que en TM 
está definido el producto escalar, es posible examinar una traza de 
la forma 0 que es (on cada punto m) un vector de NM. Así, la tra- 
za de la forma Q se representa por una sección suave H del espacio 
normal NM. Precisamente esta sección se llama curvatura media de 
la subvariedad sumergida (encajada) Af <= W. 

Si M es una hipersuperficie en la variedad W, obtenemos la cur- 
vatura media escalar А = SpR"Q, donde R y Q son matrices de la 
primera y segunda formas cuadráticas, respectivamente. 

DEFINICION 8. La subvariedad M с W se Пата local minimal, si 
su curvatura media H es igual a cero idénticamente (en todos los 
puntos de esa variedad). 

Hay una conexión estrecha entre la anulación de la curvatura 
media de la subvariedad y la anulación de la primera derivada de la 
funcional de volumen. Sea dada la homotopía suave f: M — W, 
O< t< 1 tal que cada aplicación f; sea una inmersión, al mismo 
tiempo, fo = f, donde f es una inmersión (encaje) inicial. Tales ho- 
motopías se Патап a veces variaciones isotópicas. Es conocida: la 
siguiente afirmación. 

PROPOSICION 2. Sea M una subvariedad compacta en W y vy (t) = 


= volyf:M. La subvariedad M es local minimal si, y sólo si =ke = 0 
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para cualquier variación isotópica de la subvariedad М la cual (varia- 
ción) se anula en la frontera дМ. 

De manera que las subvariedades de curvatura media nula son 
extremales de la funcional de volumen. El término «minimalidad 
local» significa, que el volumen de subvariedad sno cambia en la 
primera aplicación» (es decir, su primera derivada es igual a cero) 
con variaciones infinitamente pequeñas por amplitud y portador. 
Si la variación tiene valor finito, el volumen puede disminuirse, 
Por ejemplo, esto sucede para el ecuador en una esfera estándar, el 
cual, naturalmente, es local minimal (incluso es una subvariedad 
completamente geodésica), pero se contrae en un punto por la es- 
fera, y por eso no es una subvariedad global minimal. Recordemos 
que cualquier subvariodad completamente geodésica es local mini- 
mal, puesto que en este caso la segunda forma fundamental es idén- 
ticamente igual a cero. La noción do la minimalidad global es no 
trivial por si misma, ya que exige examinar egrandos variacionos». 
Demos una de las definiciones de tales «grandes variedades». 

DEFINICION 4. Sea M* <= W" una subvariedad cerrada orientable 
compacta, Diremos que está dada su bordismo-doformación, si se 
da una subvariedad orientable compacta suave (д + 4)-dimensional 
2#+\ сс WR con borde 22 = M U (—P), donde (—P) es una subva- 
riedad йе P con orientación inversa. Con todo eso, a la variedad P* 
la llamaremos bordismo-variación de la variedad M*. En caso de la 
subvariedad no compacta M œ W, diremos que está dada su bordis- 
mo-deformación, si en W se da la subvariedad P* coincidonto con 
М" fuera de algún dominio compacto y, además, está dada una sub- 
variedad (k + 1)-dimensional 2 con bordo suave a trozos 02 сс 
= M 0(-Р). 

Hemos dado un ejemplo de superficies globales minimales en 
(1). p. Т, $ 37; son subvariedades complejas en una variedad de Käh- 
өг. 


1. Problemas de variación multidimensionales y teoría de 
bordismos 
Consideremos los planteamientos clásicos de los problemas 
sobre obtención de los mínimos absolutos y relativos en la clase de 
superficies de un tipo topológico determinado. Destaquemos en la 
variedad М" una subvariedad cerrada compacta suave (k — 1)-di- 
mensional fijada А^-1, а la cual llamamos en adelante para abri г 
«contorno». Consideremos todos los pares posibles de tipo (W. f), 
donde W es una variedad suave compacta de dimensión X con borde 
ôW homcomorío al contorno A, y f: W — M os una aplicación con- 
tinua (o suave a trozos) idéntica en el borde ôW. 
PROBLEMA 1. ¿Es posible entre los pares de forma (W, f), donde 
W variedades posibles variedades con borde А. y f: И7—> M son 
aplicaciones W en M idénticas en el borde A, obtener un par (Wa. 
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fo) tal, que la aplicación ў, о la película X, = fa (Wo) que es una 
imagen do la variedad Wọ en A7. tengan propiedades razonables de 
minimalidad? En particular. tiene фис cumplirse la desigualdad 
vol, Хь vol,X, donde X = 7 (W) es cualquier pelicula de la clase 
arriba mencionada, y vol, es un volumen de Riemann, o bien la me- 
dida estándar de Hausdorff. 

Bajo «propiedades razonables de minimalidad» de la película 
Хе = fa (Wo) en la variedad M, y complementariamente a la des- 
igualdad vol X, < vol X, es posible, por ejemplo, comprender lo 
siguiente: existe en la película Хо un subconjunto nunca denso Z de 
los puntos singulares tal, que cada punto no singular P € ХМ 
tiene un entorno U en M, para el cual la intersección (XyW.Z) N U 
consiste en las subvaricdades suaves У, de dimensiones no pasantes 
del número К, además todas las Vą son subvariedades minimales 
desde el punto de vista de la geometría diferencial clásica, es decir, 
la curvatura media de ellas es igual a cero. 

promexa 2 Sea (V, g) un par, donde V = V* es una variedad 
compacta orientable cerrada k-dimensional. g: У -> M es su aplica» 
ción continua (o suavo a trozos) en la variedad А", y X = g (V} 
es la imagen de V en M. Diremos, que el par (V”, g’) ев una bordis- 
'mo-variación del par (V, g), si oxiste una variedad compacta Z con 
borde д7 = V Y (—V”) y una aplicación continua F: Z—» M tal, 
que F |y == д, F |у, = g'. ¿Es posible entre todos los pares (V, g) 
de forma indicada, obtener un par (Vo, go) tal, que la imagen Xy = 
= ga (Vo) tenga propiedades de minimalidad razonables, en parti- 
cular, que cumpla la desigualdad: vol, Xy < vol, X, donde X = 
= g (V) ез cualquier película (superficie) de la clase indicada? 

El problema 2 plantea la cuestión sobre la obtención del mínimo 
absoluto de la funcional de volumen en la clase de todas las bordismo- 
variaciones del par dado (V, g). 

A la par con estos dos problemas de la obtención del mínimo ab- 
soluto so formulan de una manera natural dos problemas sobre la 
obtención de los mínimos relativos. 

PROBLEMA 1'. ¿Entre todos los pares de forma (W, f), donde Wi 
es alguna variedad fijada (1) con borde A, y f: W —> M son todas las 
posibles aplicaciones continuas (o suaves a trozos), homotópicas а 
cierta aplicación fijada f'e idénticas en el borde A (es decir, coin 
cidentes con un homeomorfismo de borde fijado), es posible obtener 
un par (W, fo) tal, que la aplicación fo o la película Xy = f o (W) 
(que es una imagen de W en M), tengan propiedades de minimalidady 
es decir, que vol, X,< vol X, donde X = f (W) es evalquier peli» 
cula de la clase homotópica dada? 

Este es el problema sobre la obtención del mínimo de la funcional 
de volumen en cada clase homotópica, o sea, el problema sobre los 
mínimos relativos, a diferencia del problema antecedente sobre ob? 
tención del mínimo absoluto por todas las clases homotópicas. 
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PROBLEMA 2. Es posible entre las aplicaciones g: V*= Af” 
(donde V es una variedad cerrada fijada), homotópicas a cierta 
aplicación inicial /: V — М, obtenor una aplicación go tal, que tenga 
la propiedad de minimalidad, es decir que volagy (V) < уо (V)? 

Comenzamos a describir los resultados de los problemas sobre 
obtención del mínimo absoluto. A los problemas 1 y 1” los llamamos 
problemas de «pegadura de contorno», y a los problemas 2 y 2, de 
realización (do los ciclos). A las superficies minimales de tales formas 
(si existen) las llamaremos globales minimales. Los teóromas de exis- 
tencia de las mismas serán dados más abajo. 

Ahora describamos ol efecto de surgimiento de los estratos insu- 
perables do dimensiones pequeñas con minimización de la funcional 
de volumen multidimensional. Este efecto no influye en el proceso 
de minimización de la funcional de volumen bidimensional vol, pero 
desempeña un papel importante en las dimensiones grandes. En la 


Fig. 120, 


fig. 120 se representa un contorno А y una película X¿ = fe (W), 
tendiente a ocupar la posición correspondiente a su área mínima. 
Está claro que en algún momento se produce pegadura de la pelícu- 
la. Con eso, en vez del tubo delgado 7 en el dibujo aparecerá el seg- 
mento $. Es fácil librarse do éste en el caso bidimensional aplicándolo 
continuamente en un disco bidimensional que pega el contorno dado. 
Al mismo tiempo (lo que es importante) no perdemos la parametriza- 
ción de la película; la película obtenida, al igual que antes, es una 
imagen de alguna variedad bidimensional con borde. 

Está claro que en las grandes dimensiones para К > 2 ol surgi- 
miento de la situación análoga a la descrita, complica bruscamente 
al problema de minimización. A medida que un volumen k-dimen= 
sional de una película que se deforma Х, = f; (W) tiende a un mí- 
nimo, en esa película comienzan las pegaduras, o sea, la aplicación 
1: W -> М homotópica a una aplicación inicial f = fp, ya 
no sólo no debe ser inmorsión (encaje) o sumersión, sino hasta puede 
reducir la dimensión de la imagen en algunos subconjuntos abiertos 
on W. Esto conduce al surgimiento en la imagen X, = f, (W) de los 
trozos (estratos) S de dimensiones s, donde s < k — 1. А diferencia 
del caso bidimensional, a tales «estratos de pequeñas dimensiones» 
по es posible, hablando en general, ni omitirlos, ni aplicarlos de 
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manera contínua en una «parte maciza» (es decir, on una parto K-di- 
mensional) X® de la película X, puesto que con esas operaciones 
puede perderse una propiedad fundamental de la película, a saber: 


ser una imagen contínua de alguna variedad suave Й? con borde A. 
Ya que nuestro objetivo es obtener el mínimo en una clase de pelí- 
culas de forma X = f (W), es decir, que admiten parametrización 
con ayuda de la variedad W, entonces con cualquier variante de 
omisión de los «estratos de pequeña dimensión» deberíamos garanti- 


zar, que la película X que se obtiene como resultado de tal recons- 
trucción, айші(јега, como antes, esa parametrización (puede ser, 
con ayuda de otra variedad). Sin embargo, como demuestran los 
ejemplos simples, ni la exclusión de los estratos de dimensión pe- 
queña, ni los intentos de aplicarlos а una parte masiva Х‹ de la 
película X (con ayuda de alguna aplicación continua definida en 
toda la película) no conservan en el caso general la propiedad de la 
película de admitir una parametrización continua. Se podría, para 
simplificar el probloma, ignorar temporalmente los estratos de di- 
mensión pequeña, restringiendo por ahora el examen a la funcional 
vol,» desde el punto do vista de la cual todos los estratos de dimen- 
sión pequeña son insignificantes (sus medidas A-dimensionalos son 
iguales a cero). Sin embargo, como resulta (véanse los detalles en 
[7*] — [9*)), incluso en este caso simplificado, la obtención de un 
mínimo exigo información vasta sobre la conducta de los estratos de 
dimensión pequeña que garantizan la parametrización de Ја pelí- 
сша. 
Describamos el planteamiento del problema do Plateau en el 
lenguaje de cohomologías ordinarias. A causa de las dificultades de 
minimización de las películas multidimensionales arriba menciona- 
das, surgió la necesidad de elaborar un nuevo lenguaje menos preci 
so, que permitiera excluir la influencia de Jos estratos de dimensión 
pequeña. Los pasos necesarios fuoron dados en una serie de trabajos, 
cuyo resumen puede verse en [1*] — [4%]. Sea ху (А) un grupo de 
homologías espectrales (# — 4)-dimensionales (con coeficientes en 
el:grupo G) de una variedad cerrada (к — 1)-dimensional, el contor- 
no A en la variedad de Riemann M. Sea А с X с М, donde X es 
una superficie k-dimensional arbitraria en 4. En adelanto, como 
«superficies» examinaremos siempre compactos medibles (por Haus- 
dorff) en la variedad de Riemann. Sea {X } una clase de tales super- 
ficies X, para las cuales el homomorfismo ¿,: Ну (А) > Hy -1 (X) 
inducido рог una inmersión і: А — X anula todo el grupo de homo- 
logías Hy., (А). Supongamos А, = inf vol, X, donde vol, X 


үүн 
designa, al igual que más arriba, una medida de Hausdorff k-dimen- 
sional o volumen de Riemann (si está definido), Entonces resulta 
que siempre existe (véase, por ejemplo, [1*] — [4*]) una superficie 
minimal (en el sentido arriba mencionado). o sea, siempre existe un 
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compacto k-dimensional Xo € {X} tal que vol, Xy = Ap. En los 
límites de oste enfoque se han destacado dos direcciones: la más 
geométrica (véase [2%], [3*]) y la más funcional (véase (1%), [4*)). 
Como resultado, fueron demostrados teoremas notables do existencia 
dol mínimo absoluto en la clase de homologías ordinarias, y también 
casi en todas partes la regularidad de soluciones minimales (Fede- 
rer, Fleming, Almgren, Reifenberg y otros). 

En este enfoque se utilizó mucho la circunstancia de que si 
X>Y = Ӯ, donde dim XXY < k, entonces Hy (X) = Н, (Y) y 
vol, X = vol, Y. Esto significa que no surgo el problema de los 
estratos de dimensión pequeña insuperables, que resultan insigni- 
ficantes desde los puntos de vista topológico y de la métrica. Pero 
este empleo de homologías ordinarias para definir nociones de «frón- 
tora» y «pegadura de contorno» nos alejó del planteamiento clásico 
anteriormente descrito, ya que si el contorno А es una subvariedad 
(k — 1)-dimensional en M y X, es una superficie minimal pegante 
homológicamente al contorno А, entonces, hablando en general, no 
existe una variedad W con borde A Lal, que la superficie Х, tenga 
forma Xy == / (W). En otras palabras, la superficie X, puedo no ad- 
mitie una parametrización continua mediante una variedad. Véanse 
los detalles en [7%] — [9*]. 

Regresemos ahora a la concepción clásica del problema de Pla- 
teau on la clase de superficies-películas parametrizadas por varieda- 
des. Estudiaremos la conducta de tales películas en todas las dimen- 
siones, no sólo еп la maximal. Para realizar este programa so nece- 
sita de un Jenguaje más ágil que el de las homologías ordinarios. En 
relación a esto, recordemos algunas definiciones utilizadas on la 
creación de este lenguaje. Sea Y > Z un раг de espacios compactos 
topológicos. 

DEFINICIÓN 5. Llamamos variedad orienta (Æ — 1)-dimensional 
singular del par (Y, Z), a un par (F*-t, /), donde У*-1 сз una variedad 
compacta orientada con borde ôV, y / es una aplicación continua 
(V. ôV) — (Y. Z), es decir, / (V) = Y, f (д) с Z. Si Z = Ø, su- 
ponemos 27 =ø. Una variedad singular (У, f) se Пата bordante а 
cero (equivalente a cero), si existen una variedad compacta orienta- 
da W* y wna aplicación continua F: W—Y tales, que: a) la va- 
riedad V es una subvariedad regular de borde ôW, y b) la orientación 
V coincido con la orientación inducida en la variedad mediante la 
orientación W, al mismo tiempo, F |„ = f, F (WN V) с Z. 

La operación de una reunión no conexa de variedades induce la 
operación de reunión no conexa de variedades singulares. Dos va- 
riedades singulares (V,. f,) y (Va. /.) se Патап bordantes. si su reu- 
nión no conexa (V, U Pa. 7, Uf.) es bordante a сего. 

El conjunto de las clases de bordismos do las variedades orien- 
tadas singulares (k — 1)-dimensionales del par (У, 2). forma un 
grupo abeliano Q}; (У, Z). Si se renuncia а la condición de orien- 
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tabilidad, una construcción análoga conduce а los grupos Ак, (Y, Z) 
de los bordismos no orientados. Los problemas 1 y 2 arriba descritos 
ahora pueden ser formulados otra voz así: Sea 4%! una subvariedad 
compacta cerrada orientada en M, e i: A — Х sea una inmersión 
(encaje), donde X es una superficie on M. 

рковіхма s, Entro las superficies X que contienen A y tales que 
el bordismo singular (A, i) es equivalente a сего en X ¿es posible 
obtener una superficie X tal que tenga propiedades de minimalidad? 

La aplicación idéntica e: А — A define el elemento a € О,., (4). 
Está claro, que la clase de superficies X introducida más arriba se 
caracteriza por el hecho de que ig = 0, donde ip: Q; (4) + 
> 9,1 (X) es un homomorfismo inducido por la inmersión (el en- 


caje) i: AX. 

Prostema2 ¿Es posible entre todas las variodados singulares 
(И, 0, g: V, bordantes (equivalentes) a una variedad singular 
dada (V', g’), g': V'— M, obtener tal variedad singular (Vo, go) 


que la superficie Xo = g (Vo) tenga propiedades de minimalidad? 

А la par соп los grupos 2x- y Aa. utilizaremos los grupos Qf- 
do los bordismos singulares por módulo p. Los grupas Q., Ne, 22 
satisfacen seis (do los siete) axiomas de Steonrod-Èilenberg, es decir, 
son teorías de homología extraordinarias generalizadas. Pero. a di- 
feroncia do la teoría de homologías ordinaria, los grupos de bordismos 
del punto, hablando en general, son no triviales en las dimensiones 
positivas. Esto es una diferencia significativa de la teoría de homolo- 
gías ordinaria, уа que las homologías ordinarias dol punto son igua- 
les a cero en todas las dimensiones excepto la nula. 

Puesto que las superficies minimales Lienen. bablando en general, 
singularidades (y estas singularidades pueden ser muy complicadas), 
entonces para utilizar la teoría de bordismos en los problemas de 
variación so ha hecho necesario ampliar ol dominio de definición do 
esta teoría dosda la clase de los complejos celulares a la clase de su- 
perficies (es decir, compactos medibles en la variedad de Riemann). 
Este proceso es análogo a la construcción de las homologías espectra- 
les en ol caso de la teoría de homologías ordinaria. 

En adelante, hablando sobro los bordismos de superficies siempre 
tendremos en cuenta precisamente los bordismos espectrales. Ya que 
los grupos N, у Qg son grupos compactos (en caso de complejos ce- 
lulares finitos), su expansión en la clase de superficies no encuentra 
obstáculos. Con la teoría de bordismos Q, es necesario tratarse con 
mayor cuidado, a saber. hace falta examinar los grupos pQ, = 
= 9, 8 70. donde Q, es un grupo de números enteros p-ádicos. 
Véanse los detalles en [11*]. 


ПІ. Formulación del teorema de existencia de Jas superficies 
globales minimales que realizan el mínimo absoluto de la funcional 
de volumen multidimensional. 
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Sean: M, una variedad compacta suave cerrada de Riemann; 
h, una de las teorías de bordismos arriba enumeradas; А, una super- 
ficie fijada — contorno en la varies M. Consideremos una clase 
de superficies X en 1а variedad M definida más arriba en los proble- 
mas 1 y 2. A esta clase la llamaremos variacional y la designemos por 
В. En el caso del problema 1 las superficies de la clase B pegan el 
contorno А en el sentido de bordismos; en el caso del problema 2, las 
superficies de la clase B realizan cierto elemento no trivial de un 
grupo do bordismos de la variedad M. Entonces en cada clase varia- 
cional de esto tipo surge el problema de obtención de la superficie 
minimal. Para cada superficie X de la clase B construimos su estras 
tificación X = A |) S* y $2 U.. ., donde S* es un subconjunto 
maximal en el conjunto XNA, que tiene en cada punto la dimen- 
sión А; luego, $*—! es un subconjunto maximal en Xx AN Sk, que 
tiene en cada punto la dimensión k — 1, etc. (véanse [7*], (8%), 
[11*)). A los subconjuntos 5' los llamaremos estratos. Si éstos son 
medibles, entonces queda definido un volumen estratificado 
SV (X) = (volaS*, vol, SA, . que se representa como un 
vector con Ё coordenadas. Variando la smperficio X en la clase de 
variaciones tolerables. es decir, quedándose siempre en la clase va- 
riacional B, cambiamos el vector de volumen estratificado de la su- 
perficie. El problema consiste en obtener una superficie con volu- 
men estratificado mínimo en la clase dada B. El vector mínimo de 
volumen SV = (д, di, .. .) lo comprendemos en el siguiente 
sentido lexicográfico. Al principio minimizamos la primera coordo- 
nada SV (X), es decir. buscamos en la clase B nna superficio Ху. 
para la cual se cumple la igualdad: 


vol¿S*= уо XN A= d= inf vol YNA. 
Yea 


Si existen tales suporficies X,. minimizamos la segunda coorde- 
nada del vector de volumen SV (X). Por eso buscamos en 1а clase 
do superficios Ху con la primera coordenada ya mínima (es decir 
tales, que vol, XNA = 4) tal superficie Ху, para la cual 


уоһа NANS = йул inf voh ANS, 
д 


Esa superficio ya tiene minimales dos primeras coordenadas del 
vector de volumen. Etcétera. Cada vez minimizamos una siguiente 
coordenada do volumen estratificado a condición do que todas sus 
coordenadas anteriores ya están minimizadas y fijadas. Si este pro- 
ceso está definido correctamente (con exactitud esto es afirmado por 
el teorema de existencia, véase más abajo), entonces se concluirá 
en alguna superficio cuyo volumen estratificado ya es global minimal 
en la clase de todas las superficies de estratificación do la clase 
acional В dada. Los números d, = 2, (В) deponden seguramente 


+ 


364 Suplemento 2 


de la clase 8. Un punto central de este planteamiento y solución 
del problema de Plateau en los términos de bordismos, consiste еп 
la introducción por el autor del presente suplemento do la noción 
Чо volumen estratificado y del estudio de los métodos de su minimi- 
zación on todas las dimensiones (véanse [7*] — (9*], [11*]). En par- 
tícular, el desarrollo ulterior de esta idea permitió después demos- 
trar la existencia do las superficies globales minimales en cada clase 
homolópica (véase [12*] Dao Chong Т} 

TEOREMA 1. (teorema básico; vóanse 17.1 — 19%], (11*)). Sea д 
una variedad compacta suave cerrada tal, que лу (М) = л, (М) = 0, 
donde тц (M) son grupos homotópicos de M у A= M ев un contorno 
fijado. una superficie. Consideremos una clase arbitraria no vacía va- 
riacional В definida con ayuda de los bordismos (véase más arriba). 
Entonces en la clase B siempre existe una superficie global minimal 
Xo cuyo volumen estratificado SV (Xp) = (da, йл, ...) = SVa 
es minimal. Esa superficie tiene una estratificación definida а una 
manera biunívoca (es decir, partición en estratos) Xy = A U 5* U 

SL U... donde cada subconjunto 5* excepto de, puede ser, un 
НР de medida i-dimensional nula, el cual se compone de puntos 
singulares, es una subvariedad suave minimal i-dimensional en la va- 
йа M (es decir, la curvatura media es igual a cero). Соп eso, д, = 
= vol; 

GOROLAMIO 1. Sean cumplidos los supuestos del teorema 1 y sea В 
una clase variacional de los problemas 1 y 2 (véase más arriba). Enton- 
ces, en esa clase hay una superficie global minimal (puede ser, con las 
singularidades que llenan el conjunto de medida nula en cada estrato), 
que es solución del problema de Plateau: a) en el caso del problema 1 
esa superficie es minimal entre todos las superficies que pegan el con- 
torno А еп el sentido de bordismos. o sea, que admiten una parametri- 
zación continua con ayuda de una serie de variedades con borde A; 
b) en el caso del problema 2 esa superficie es minimal entre todas las 
superficies, que realizan un elemento dado del grupo de bordismos de 
una variedad abrazante. 

En roalidad, osos resultados son corolarios de un teorema más 
goneral de la oxistencia de las superficies globales minimales de- 
mostrado en [7*], [8*], [11*] para el caso de las llamadas toorías 
extraordinarias (generalizadas) de (co)homologías. Aquí no vamos a 
detenernos en esto, ya que la descripción de las teorías extraordina- 
rias exigiría utilizar un material complementario. Damos un solo 
ejemplo del problema variacional multidimensional formulado en 
términos de cohomologías extraordinarias. 

Soa dado en la variedad M un espacio fibrado vectorial estable 
no trivial E. Consideremos una clase variacional de todas las super- 
ficies X с M tales, que la restricción de E en X es estable no trivial 
como antes. Entonces, entre tales superficies sín falta se hallará 
una global minimal (en el sentido de volumen estratificado). 
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Hemos considerado más arriba dos problemas independientes: 
de la pegadura de contorno у do realización de los ciclos. Empero, un 
problema más natural es el mixto, en el cual se busca una superficie 
minimal que pega al mismo tiempo el contorno y realiza algunos 
ciclos en una variedad abrazante. Describamos brevemente la reso- 
lución de ese problema mixto de Plateau. 

Sea В una de las teorías de bordismos (véase más arriba) y seo 
L = {Lp} un juego fijado de los subgrupos Lp <= hp (А). donde р 
son números enteros. Luego, sea L' = {L4} un juego fijado de los 
subgrupos Ly с hy (М). 

DEFINICIÓN 6, Por В (A, L. L’) designamos a la clase de todas las 
superficies X en la variedad M tales, que: 1) А = X с M, 2) с 
с Кегі,, 3) L' ст Im ј,, donde i: A > X у}: X — M son inmer- 
siones. 

Claro, que las clases B (Ø, 0, L’) у В (А, L, 0) coinciden con las 
clases variacionales B introducidas por nosotros más arriba en los 
problemas 1 y 2. Resulta. que en cada una de las clases B (А, L, L’) 
siempre hay una superficie global minimal cuyo volumen estratifi- 
cado es mínimo en el sentido lexicográfico. 

Puesto que este teorema (véase [7%], [8*], [11*)) afirma la exis- 
tencia de una superficie que minimiza el volumen estratificado 
compuesto de las sucesiones de los volúmenes de los estratos de la 
superficie, formulemos ese resultado también en forma de sucesión 
de afirmaciones sobre la minimalidad de estos estratos. 

Sean cumplidos los supuestos del teorema 1 y sea B (A, L, L’) = 
= B una clase variacional no vacía arbitraria consistente en las su- 
perficies del tipo topológico indicado. Sea k el mínimo de los nú- 
meros enteros s, $ < n, para los cuales d, = d, (В) < оо, 3 < k S n. 
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones sucesivas. 

1) Existen superficies, cuyo volumen mayor (es decir. volumen 
vol,) es global minimal. Más exactamente, si (X), ез la clase de 
todas las superficies X tales, que X€B y vol, XNA = d, = 
= ш vol, YNA, entonces afirmamos que esta clase no оу vacía y 


que da < оо. En el caso, cuando d, > 0, cada superficie X de la 
clase variacional {х Ja contiene un subconjunto univocamente defi- 
nido k-dimensional (o sea, el cual tiene dimensión k en cada su pun- 
to) S* с XNA tal, que A US” es un compacto en una variedad 
abrazante. Con eso un estrato /-dimensional de la superficie X, es 
decir, el conjunto S* contiene un subconjunto Z, (supuestamente, 
vacio), donde vol, Za =0 y S*N Z, ез una subvariación suavo 
k-dimensional en M sin borde y siempre denso en 5". Z, es el con- 
junto de todos los puntos singulares A-dimensionales de la superficie 
X. Con eso, vol, 5% = vola XNA = dx. Si dą = 0, supongamos 
S* = @. En este caso la superficie no tiene estrato de dimen- 
sión k. 
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2) Hay superficies que tienen un global minimal que no sólo es 
el Volumon mayor, sino su siguiente volumen de dimensión menor 
en unidad. Esto volumen siguiente se calcula para un estrato de di- 
mensión correspondiente contiene en la superficie, Más exactamente, 
si (X)n1 ст (X), es una clase de todas superficies X tales, que 
X ÈB, vol, ХУА = dy, es decir, z € (X)a у, además, 


volra X NANS" == бул = inf уо], ¡POANS* 
ШЕ 


afirmamos, que esta clase {Х}-у es no vacía y Фу < оо. En el 
caso, cuando Ф, ., > 0, cada superficie de esa clase contiene un con- 
junto (Е — 1)-dimensional unívocamente definido S*-1 < ХУА" 
tal, que А ys US es un compacto en una variedad abrazante. El 
conjunto §*-t contiene un subconjunto Z,.., (supuestamente, vacío) 
do medida nula, o soa, уох =0 y. además, complemento а 
Жа en SL, es decir, un subconjunto S*-IN Z}, es una subvari 
dad suave (% — 1)-dimonsional en una variedad abrazante, que tiene 
borde у os siempre denso en 5®-1, Al mismo tiempo se cumpie la 
igualdad volp- SL = vols- XNANS* =d,- > 0. Pero ві 
dh, = 0, entonces supongamos S™! = 03. 
"Así sucesivamente hacia abajo рог las dimensiones. En el segundo 
paso se manifiesta que existon superficies que tienen minimales по 
sólo sus dos primeros volúmenos (es decir, el mayor y el siguiente 
por su dimensión hacia abajo), sino el tercer volumon de dimensión 
ї — 2 calculado para un estrato correspondiente de dimensión 
k — 2. En otras palabras, cada volumen siguionte resulta ser mini- 
mal а condición de que estén fijados de todos los volúmenes minima- 
Jos anteriores. Por fin, las superficies conteniontes la clase {X}; 
ya son globales minimalos en todas las dimensiones es decir, los 
volúmenes de todos sus estratos son minimales. Es más, cada estrato 
5' salvo, posiblomente, un conjunto de puntos singulares de medida 
mua es, en realidad, una subvariedad suave minimal de dimen- 
sión i 

En conclusión, diremos algo sobre el teorema de existencia de 
las superficios globales minimales en cada clase homotópica. La 
introducción de una noción nueva de volumen de estratificaci 
y'la metódica elaborada de su minimización en [7%], 18%), [11*] han 
permitido luego resolvér el problema do Plateau en cada clase varia- 
cional de superficies que se obtienen mediante la homotopía de algu- 
na aplicación fijada f: У —> M. Resulta que еп cada una de estas 
clases existe una superficie global mal (véase [12*)). Con todo 
eso, las nociones de superficie estratificado y de volumen estratifi- 
cado fueron formuladas en un lenguaje funcional de varyfolds, en 
los términos del cual fue obtenido el teorema de existencia y de la 
casi total regularidad (por doquier) de soluciones minimales. De 
manera que en el momento presente está establecida no sólo la 
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existencia de los mínimos absolutos, sino también relativos (en cada 
clase homotópica). 


IV. Variedades de Lagrange en la teoría de superficies 
minimales 

Estudiando las suporficies minimales en R™, Harvey y Law- 
son (véase 114%) demostraron, que cualquier subvariedad de Lagran- 
ge local minimal en Ң?* = €” (con una métrica de Kähler estándar) 
es vna subvariedad de Lagrange especial y por eso es absoluta mini- 
mal (global minimal). Surge el problema de describir las clases һо- 
motópicas de las subvariedades do Lagrange minimales en una va- 
riedad de Khäler arbitraria. Con eso, vamos a considerar que métri- 
<a de Riemann y estructura simpléctica en una variedad зе dan de 
manera natural mediante una estructura de Káhler, Formulamos un 
criterio goneral de minimalidad de las subvariedades maximales 
isótropas L* (vamos a llamarlas subvariedades de ®-Lagrange) en 
las variedades hermitianas А/?". El criterio se formula en términos 
de una 1-forma diferencial en L. Empleando esto criterio es posible 
domostrar la minimalidad de muchas subvariedades de Lagrango on 
las variodades de Kähler. Luego, es sabido que una subvariedad de 
Lagrange en un espacio simpléctico Rè (también en algunas otras 
variedades de Kähler 44%) tiene un invariante topológico-Índico de 
Máslov, y con mayor generalización, tiene clases caractorísticas од 
do Máslov-Arnold. El autor formuló una hipótesis sobre el hecho de 
que las clases características de Máslow-Arnold de las subvariedades 
de Lagrange minimales son triviales. Resultó, que esa hipótesis en 
realidad os justa, en todo caso рага М?" = R, 

DEFINICIÓN 7. a) Sea dada una variedad compleja 1/2 con una 
métrica hermitiana g y sea dada una 2-forma Ф sobre ella: 
V(X, Y) = к (Х, JY). Denominamos plano n-dimonsional 1 en 
Т.М, al plano de Ф — Lagrange. si Les un plano maximal isótro- 
po de restricción de la forma Ф en un plano tangente 7,1%. En 
otras palabras, JILI donde Т„М?" = Jl @ 1. Designamos por 
G* (M%) а un espacio fibrado de planos de D-Lagrange orientables. 
La base de oste espacio fibrado os la variedad M. A la subvariedad 
L” en 17° la llamaremos subvariedad do D-Lagrange, si todos sus 
planos tangentes son de D-Lagrange. Si la forma Ф ез cerrada, cn- 
tonces la variedad hermitiana os de Káhler y sus subvariodados de 
<D-Lagrange son subvariedades de Lagrange en un sentido ordinario. 
Por eso los resultados enumerables más abajo son justos no sólo 
para las subvariedades de Ф-Т.айтапде generales, sino para las sub- 
variedades de Lagrange ordinarias. Luego, para cada subvariedad de 
D-Lagrande Len Л" dofinamos una aplicación p: L > G* (31%), 


donde z — (т, 7,7). Aquí por 7-7, está designado un polivector de 
D-Lagrange asociado con un plano tangente Т.Г. Está claro. que 
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la aplicación construida por nosotros р es un análogo de uma apli- 
cación gaussiana ordinaria. 

b) Sca dada en RF = С" una estructura compleja estándar y 
una métrica hormitiana, Entonces, una forma de Lagrange especial 
q € Л" А?" se Паша forma de tipo q = Re (её dz, Л. . . Adzn). don- 
de z; es una hase unitaria en R°" (véase [14*)). Harvey y Lawson de- 
mostraron que la propiedad de la forma, de ser de Lagrange especial, 
no depende de la elección de una baso unitaria. Llamaremos a la 
forma (р sobre una variedad hermitiana SL-forma, si para cualquier 
punto т € M la restricción de la forma q еп 7¿M*" es una restricción 
de Lagrange especial. 

с) А una variedad hermitiena M?" la llamaremos local calibrable, 
si para cualquier punto 2 Є М?" existe un entorno de 0 (x) con una 
SL-forma cerrada en él, 

Ahora formulemos cl criterio de minimalidad local de una subva- 
riedad de D-Lagrango L" en una variedad hermitiana М2". Todos 
los teoremas enumerados más abajo 2, 3, 4, 5 fueron demostrados por 
Le-Hong-Van y A. Fomenko. 

Sea Хе de, dig una métrica hermitiana escrita en Јаз coorde- 
nadas locales y que G (z) = det (gap). Definamos en la variodad М?" 
una función] (2) = 1п}/б y una forma compleja w (z) = УС dz, Л.. 
‚. АФ. Entonces, en wn espacio fibrado G* (372%) es posible de- 
finir (localmente) una función f tal, que f (z, lx) = 7 (z), donde la 
aplicación л: (z, 1,) —z es una proyección natural de la variedad 
G* (M°) en la variedad М2". Luego, definamos una función Ө con 
período 2л (es docir, la aplicación en una circunferencia) tal, que 
0 (т, 1.) = (—i) In (o (2), 2). donde ls es un polivector unidad que 


define un plano de Lagrange ly. y (о (2), Th) es el valor de la forma 
© (2) on ly. 

Teorema 2, La l-forma diferencial ар = Jdf + d0, donde J es un 
operador de estructura compleja, está definida correctamente en todo el 
espacio fibrado G* (M™), o sea, ella no depende de la elección de las 
coordenadas complejas locales. 

"TEOREMA з. La subvariedad de M-Lagrange L” en la variedad hermit- 
tiana М?" es local minimal si, y sólo si, la 1-forma inducida p* (y) 
es igual a cero en la subvariedad L, donde р: 1, — G* (М) es una apli- 
cación. gaussiana. 

Eso critorio permite demostrar la minimalidad de muchas subva- 
riedados de Lagrange concretas. Por ejemplo, sea М?" = Gp,y (C) 
(variedad compleja de Grassmann). Entonces la subvariedad de Lag 
range Gp, (R) (variedad real de Grassmann) es minimal. Si la sub- 
variedad de Lagrange en la variedad М" = Ср" en alguna tarjeta 
{ш = 1} es un cono y p* (49) = 0, entonces É es una subvariodad 
minimal. El ejemplo de tales conos es una subvariedad {2, = 1, z; = 
e), кек, YO, = 0). Sea que Мв = СР, Definamos la 
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subvariedad Ё, de la siguiente manera: L = {20 = 1, 21 = 2141 
1< i< п}. Entonces ella es una subvariedad de Lagrange minimal. 

TEOREMA 4. Cualquier subvariedad de Lagrange local minimal L” 
en una variedad simpléctica RY = С", tiene índice de Máslov nulo y 
clases características triviales de Máslov-Arnold (con grupo de соејі- 
cientes еп Z, o enZ). A diferencia del caso M?” = R?” la forma y 
introducida más arriba en la variedad ermitiana arbitraria М?", 
hablando en general, es no cerrada. La condición do su carácter ce- 
rrado está relacionada estrictamente con la geomotría de variedad. 

TEOREMA 5. Si la l-forma diferencial зр ез integrable (es decir, de- 
Jine un espacio fibrado de codimensión uno), entonces, es cerrada. Luego, 
la forma y está cerrada si, y sólo si, la variedad hormitiana М" 
es local calibrable. La variedad de Káhler es local calibrable si, y 
sólo ві, su tensor де Ricci es idénticamente igual a сего. 
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HISTORIA DE LAS MATEMÁTICAS 


Esto trabajo reúne un material minuciosamente seleccionado y ana- 
lizado, lo que permite al autor revelar de una manera implícita 
los regularidades y los rasgos más característicos dol desarrollo 
de las matemáticas. 

Ja estructura de la obra contribuye a una mejor interpretación 
de los siguientes problemas: 

1. ¿Cuál es el objeto de estudio de la oria de las matemáticas 
y qué métodos so utilizan para las investigaciones científicas histó- 
ricas! 

2. ¿Cómo so desarrolla el proceso de formación de las representa- 
ciones matemáticas y los hábitos de trabajo, utilizando medios 
matemáticos? 

3. ¿Cuándo y cómo зе han formado las primeras teorías matemá- 
ticas y cuál ha sido la influencia de los mismas en el ulterior desa- 
rrollo de esta ciencia? 

4. Acerca de las matemáticas elementales y los procedimientos 
del análisis matemático de los problemas de carácter discreto. 
5. Cómo los matemáticos han dominado el arte de la simulación 
con modelos continuos y, en general, del análisis infinitesimal, 

6. Acerca de las transformaciones de las matemáticas en el siglo 
ХУШ on transcurso del cual se formaron las premisas de los funda- 
mentos clásicos de las matemáticas modernas. 

7. Do cómo en las matemáticas del siglo XIX y comienzos del 
XX so ha formado el sistema de conceptos e ideas aceptado en la 
actualidad. 

8. Breves nociones acerca del desarrollo de las matemáticas en 
Rusia y on la URSS. 

Este libro, sin duda, será leído con gusto por mucha gente, en espe- 
cial por los estudiantes de centros de onseñanza superior que se 
interesan por las matemáticas. 


